
29

Calcolo Vettoriale
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1¡ OBIETTIVO
Saper riconoscere se una grandezza • ÒscalareÓ o ÒvettorialeÓ

1.1 Dire di ognuna delle seguenti grandezze se si tratta di grandezze scalari oppure vettoriali:
a) spostamento di un punto da una posizione A ad una posizione B;
b)  volume di un corpo
c) velocitˆ di una particella in movimento;

Possiamo definire ÒvettoreÓ un segmento orientato in una direzione indicata da una freccia con una certa
lunghezza chiamata modulo del vettore.
Grandezza vettoriale • una grandezza che per essere determinata completamente ha bisogno di una direzione
orientata oltre che della sua ampiezza.
Grandezza scalare • una grandezza che • completamente determinata dalla propria  ampiezza.
Lo spostamento di un punto da una posizione A ad una posizione B • una grandezza vettoriale perchŽ •
determinata oltre che dalla sua ampiezza ( un certo numero in km, m, cm, ecc.É), dalla direzione orientata
che congiunge A con B.

                                                                                                               B

                                                A

Il volume di un corpo • una grandezza scalare perchŽ • completamente determinata dalla sua ampiezza ( un
certo numero di litri, m3, cm3,  ecc.)
La velocitˆ di una particella in movimento • una grandezza vettoriale perchŽ se indichiamo la sua ampiezza
(un certo numero in km/h, m/s, ecc.) non la determiniamo completamente. Mancano infatti le informazioni
circa la direzione verso la quale la particella sta muovendosi con quella velocitˆ.

P

v

1.2 Dire delle seguenti grandezze quali sono scalari e quali vettoriali.
a) massa di un corpo
b) forza esercitata da una molla compressa,
c) peso di un corpo
d) energia termica di un corpo.

1.3 indicare una grandezza scalare e una vettoriale diversa da quelle degli esercizi precedenti.
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2¡ OBIETTIVO
Saper rappresentare i vettori su un piano riferito ad assi cartesiani ortogonali.

2.1 Rappresentare sul piano  il vettore che esprime lo spostamento di 3m di una particella secondo la
direzione che forma un angolo di 30¡ col verso positivo dellÕasse x.

      y

30¡     1m

          O     x

 Disegnati gli assi x, y di riferimento si tracci a partire da un punto qualsiasi del piano una semiretta orientata
inclinata di 30¡ rispetto al verso positivo  dellÕasse x, ricordando che il verso positivo delle rotazioni • quello
antiorario.
 Su tale semiretta si porta a partire dalla sua origine, un segmento pari a 3 volte lÕunitˆ scelta per
rappresentare il metro. Il segmento orientato cos“ ottenuto • il vettore che rappresenta lo spostamento
richiesto.

2.2 Rappresentare nel piano il vettore che esprime la velocitˆ di un punto mobile il cui valore • di 50 km/h
secondo la direzione formante un angolo di 45¡ con il verso positivo dellÕasse x.

2.3 Rappresentare nel piano il vettore che esprime la forza F che un campo elettrico esercita su una carica
puntiforme q, il cui modulo • 7N e che forma un angolo di 75¡ con il verso positivo dellÕasse x.

2.4 Rappresentare nel piano il vettore che esprime  lo spostamento di una particella dal punto A(1,2) al punto
B(5,6).
Calcolare inoltre lÕampiezza di tale spostamento e lÕangolo formato dal vettore con lÕasse x.

2.5 Rappresentare nel piano il vettore che esprime  lo spostamento di un punto mobile  dal punto A(3,2) al
punto B(-3,7).
Calcolare inoltre lÕampiezza di tale spostamento e lÕangolo formato dal vettore con lÕasse x.
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3¡ OBIETTIVO
Saper rappresentare nel piano il vettore somma e il vettore differenza di due vettori assegnati.

3.1.Una particella compie prima uno spostamento di 4m nella direzione dellÕasse x e poi uno spostamento di
6m secondo la direzione che forma un angolo di 60¡ con la precedente.
 Rappresentare  i vettori corrispondenti ai due spostamenti e quello corrispondente allo spostamento somma.
Calcolare inoltre il modulo di tale vettore somma e lÕangolo che esso forma con lÕasse x.

Riferito il piano ad assi cartesiani ortogonali, partendo da un punto qualunque del piano, per esempio dalla
origine O, si riporti sullÕasse x il primo vettore e dalla punta della freccia di questo si faccia partire il secondo
vettore nella direzione indicata di 60¡ in senso antiorario a partire dalla direzione positiva dellÕasse x

         B

   y

1m

                                                                     60¡

      O                                          A                                              x

Il vettore somma • rappresentato dal vettore che ha origine in O e punta della freccia nella punta della freccia
del secondo vettore.  Le  coordinate del punto  A sono (4,0) le coordinate del punto B (7,33 ), come

facilmente si ricava dalla figura. lÕangolo formato da OB con lÕasse x ha tangente 33 / 7.

Il modulo del vettore OB si calcola con il teorema di Pitagora: 192764927 ==+=OB

3.2 Una particella compie prima uno spostamento di 6 m secondo una direzione che forma un angolo di
60¡con l'asse  delle x e poi un altro spostamento di 4 metri secondo la direzione dellÕasse delle x.
Rappresentare i vettori corrispondenti ai due spostamenti e quello corrispondente allo spostamento somma
Calcolare  inoltre il modulo di tale  vettore e l'angolo che esso forma con   lÕasse x.
Che cosa si deve dedurre dal confronto di questi risultati con quelli dellÕesercizio precedente?

3.3Una particella compie uno spostamento di 6 metri prima secondo una direzione che forma un angolo di
120¡ con lÕasse x e poi uno spostamento di  8 m secondo una direzione che forma un angolo di 240¡ con la
direzione del primo spostamento.
Rappresentare il vettore somma, calcolandone modulo e direzione rispetto allÕasse x.

3.4 Una particella si sposta prima dal punto A(3,1) al punto B(6,3) e poi da B al punto C(7,5). Determinare il
vettore corrispondente allo spostamento, il suo modulo e la direzione che esso forma con l'asse x.

3.5 Una particella compie successivamente quattro spostamenti di 1m  sempre nella stessa direzione dellÕasse
x.
Rappresentare i vettori che corrispondono ai quattro spostamenti uguali e il vettore somma.
Si pu˜ dire che il vettore somma • multiplo secondo il fattore 4 dello spostamento di un metro?

3.6 Dato il vettore xu  di modulo 1 e orientato secondo lÕasse x, rappresentare il vettore 3xu

3.7 Una particella compie prima  uno spostamento di 4m lungo lÕasse x, poi uno spostamento di 5m
parallelamente allÕasse y e nello stesso verso. Determinare il vettore somma, il modulo e lÕangolo che forma
con il verso positivo dellÕasse x.
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3.8 Dati i due vettori 3 xu   e 4 yu dove xu  e  yu  sono due vettori di modulo 1 orientati rispettivamente

come lÕasse x e come lÕasse y (si chiamano appunto i versori degli assi), determinare graficamente il vettore

somma s= 3 xu +4 yu

3.9 Rappresentare nel piano x, y i seguenti vettori:

yx

yx

yx

uuc

uub

uua

107

32

4

+=

+=

+=

3.10 Sia dato il vettore xuv 3= . determinare, disegnandolo nel piano x y quel vettore w che sommato a v

dˆ per risultato un vettore nullo. Disegnato il vettorew, dire se tale vettore • multiplo dixu  e per quale

fattore.

3.11 Chiamando -v  il vettore opposto al vettorev , cio• il vettore che sommato a v  dˆ per risultato zero,
rappresentare sul piano x, y  i vettori opposti ai seguenti vettori:

yx

yx

yx

x

y

x

uuv

uuv

uuv

uv

uv

uv

2

32

3

3

2

6

5

4

3

2

1

−−=

+=

+=

−=

=

=

3.12 Si definisce differenza tra il vettorev  e il  vettorew ( e si scrive v - w) la somma di v  con il vettore -

w opposto di w . Rappresentare nel piano le seguenti differenze di vettori v  e w.

1) v= spostamento dal punto (3,2) al punto (4,5)

       w= spostamento dal punto (4,5) al punto (6,8)

2) v = spostamento di 4 m lungo lÕasse x

      w= spostamento di  6m nella direzione orientata che forma un angolo di 60¡ con lÕasse x

3) v= velocitˆ di 2 m/s nella direzione positiva del lÕasse y

       w= velocitˆ di  3m/s nella direzione positiva dellÕasse x

3.13 Scrivere le espressioni analitiche della somma e della differenza delle seguenti coppie di vettori:

yx

yx

uub

uua

+=

+= 32

yx

yx

uub

uua

+−=

+−=

6

4

3.14 Si definisce somma di pi• vettori il vettore che si ottiene sommando il terzo vettore con la somma dei
primi due, il quarto vettore con il risultato ottenuto, etc.
Rappresentare nel piano la somma del seguenti vettori:

1)a= spostamento di 2 m secondo lÕasse x

b = spostamento di 5 m secondo lÕasse y
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c= spostamento di 3 m secondo lÕasse x

2) a= spostamento di 3 m secondo la bisettrice del 1¡ quadrante

b = spostamento di 2  m secondo lÕasse x

c= spostamento di 5 m secondo la bisettrice del 1¡ quadrante

d = spostamento di 1  m secondo lÕasse y
Si noti che il vettore somma pu˜ essere ottenuto anche disegnando consecutivamente tutti i vettori dati
tralasciando di effettuare le somme intermedie.

4¡ OBIETTIVO
Saper calcolare il modulo, i coseni direttori e il versore di un vettore dato nel piano.

4.1 Il modulo di un vettore • la sua ampiezza in valore assoluto. Calcolare i moduli dei seguenti vettori:

yx

yx

x

x

uud

uuc

ub

ua

34

34

2

2

!=

+=

!=

=

Nel primo caso il modulo del vettore    xua 2= •

a =  !   a  !=  !2 !=2.

Nel secondo caso il modulo del vettore    xub 2!= •

b =  !   b  !=  ! -2 !=2.
Nel terzo caso, ricordando la rappresentazione geometrica ed applicando il teorema di Pitagora alle
componenti, si ha:

534 22 =+== cc

Analogamente nel quarto caso si ha:

5)3(4 22 =!+== dd

4.2 Calcolare i moduli dei seguenti vettori:

yx

yx

yx

x

uud

uuc

uub

ua

128

64

512

5

+!=

+!=

!=

!=

Cosa si pu˜ notare relativamente ai risultati ottenuti per i vettori ce d ?
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4.3 Calcolare i coseni direttori del seguente vettore:  yx uuw 43 +=
Si chiamano coseni direttori  di un vettore i coseni degli angoli che il vettore forma con i versi positivi degli
assi x e y.

       y

          4

      Wy

         O
                        Wx            3                                          x

Disegniamo il vettore sul piano x,y partendo per semplicitˆ, dallÕorigine degli assi. In tale rappresentazione
Wx e Wy sono le componenti del vettore dato rispettivamente sullÕasse x e sullÕasse y. Si ha:

5
3

25

3
cos +===

W

Wxα            e                    
5
4

25

4
cos +===

W

Wyβ

Il vettore pu˜ essere scritto anche mediante i suoi coseni direttori.
Infatti, mettendo in evidenza il modulo, si ha:

)cos(cos5)
5
4

5
3(5 yxyx uuuuw !" +=+=

Si noti che il vettore scritto tra parentesi • un vettore di modulo unitario e pertanto rappresenta il versore del

vettorew e si scrive versw .

Il vettore w  dato si pu˜ esprimere come prodotto del suo modulo per il suo versore:

w=5 versw.

In generale il versore di un vettore v  si pu˜ ottenere dividendo il vettore per il suo modulo.

yxy
y

x
xyyxx uuu

v

v
u

v

v

v

uvuv

v

v
vvers !" coscos. +=+=

+
==

4.4 Calcolare i coseni direttori e i versori dei seguenti vettori:

yx

yx

yx

uuc

uub

uua

48

24

43

+=

+=

+!=

Che cosa si pu˜ osservare confrontando i risultati relativi ai vettori b e  c?

4.5 Scrivere in forma analitica, mettendo in evidenza il modulo e i coseni direttori, il vettore b  di modulo 5 e
che forma con lÕasse x un angolo di 30¡

4.6 Scrivere in forma analitica, mettendo in evidenza il modulo e i coseni direttori, il vettore b  di modulo 8
e che forma con lÕasse x un angolo di -120¡
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5¡ OBIETTIVO
Saper rappresentare nello spazio un vettore dato sotto forma analitica.  Saperne trovare il modulo, i coseni
direttori rispetto ai tre assi cartesiani ortogonali x,y,z e saper scrivere il versore

5.1 Rappresentare nello spazio riferito ad assi cartesiani ortogonali il vettore: zyx uuuv 432 ++=
Determinare il modulo e i coseni direttori. Esprimere il vettore come prodotto del suo modulo per il versore
relativo.

             z

      v

O
y

     x

Supposto di partire, per disegnare il vettore, dallÕorigine degli assi, la freccia del vettore si trova nel punto di
coordinate (2,3,4).

Infatti, se partendo dallÕorigine O si compiono successivamente tre spostamenti zyx uuu 4,3,2  la somma  dei

tre vettori • appunto il vettore che ha per estremi lÕorigine e il punto di coordinate 2,3,4 cio• la diagonale del
parallelepipedo di dimensioni consecutive 2,3,4 ; perci˜ il suo modulo risulta:

291694432 222 =++=++=v

I coseni direttori sono i coseni degli angoli che il vettore forma con i versi positivi dei tre assi x, y, z,
rispettivamente cos ",  cos #, cos $, :

29

2
cos =α               

29

3
cos =!          

29
4cos =!

Il versore    vers
v

v
v = • il vettore che ha le componenti secondo i tre assi uguali ai coseni direttori:

vers
zyxzyx uuuuuu

v

v
v

29
4

29
3

29
2coscoscos ++=++== !"#

Il vettore v  dato pu˜ quindi essere espresso anche come prodotto del suo modulo per il versore

!!
"

#
$$
%

&
++== zyx uuuvv

29

4

29

3

29

2
29 vers29

Dalla relazione =++ !"# 222 coscoscos 1 risulta pure che gli angoli ", #, $ non sono indipendenti.

5.2 Rappresentare nello spazio i vettori indicati determinando inoltre il modulo, i coseni direttori, il versore:

zyx

zyx

zyx

uuuc

uuub

uuua

+!=

+!=

++!=

324

32

5.3 Calcolare i coseni direttori ed i versori dei due vettori
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zyx

zyx

uuub

uuua

642

32

−+−=

+−=

Confrontando i risultati per i due vettori che cosa si pu˜ concludere circa il loro orientamento?
5.4 Delle seguenti coppie di vettori dire quali rappresentano vettori paralleli confrontando i rispettivi coseni
direttori:

 1)
zyx

zyx

uuuv

uuuv

22

1

+−=

+−=

2) 
zyx

zyx

uuuv

uuuv

+−=

−+−=

4

3

3)
zyx

zyx

uuuv

uuuv

5,075,05,0

232

6

5

!+=

!+=

4) 
zy

yx

uuv

uuv

26

26

2

7

!=

!=

5.5 Una particella si sposta dal punto A(2,3,4) al punto B(4,6,2). Esprimere in forma analitica il vettore
spostamento.

Il vettore spostamento si pu˜ pensare come somma di tre spostamenti, uno secondo lÕasse x, che vale:
xB Ð xA = 4 Ð  2 = 2

uno secondo lÕasse y, che vale
yB Ð yA  = 6 Ð  3 = 3

uno secondo lÕasse z, che vale
zB  Ð zA = 2 Ð  4  = - 2

Si ha: zyx uuuv 232 !+=

5.6 Una particella si sposta dal punto A(-2,3,0) al punto B (3,5,1). Esprimere in forma analitica il vettore
spostamento.

5.7 Una particella si sposta dal punto A(1,2,3) al punto B(4,5,6) e poi dal punto B al punto C (6,5,8).

Calcolare i vettori spostamento AC ,BC ,AB .

Verificare che lo spostamento  AC  • la somma vettoriale degli spostamenti BC ,AB e che le componenti di

AC  secondo i tre assi sono le somme delle componenti di BC ,AB  secondo i rispettivi assi.

6¡  OBIETTIVO
Saper eseguire  somme e differenze di due vettori dati mediante le loro espressioni analitiche nello spazio

6.1 Dati i due vettori:

zyx uuua !+= 32          zyx uuub 24 +!=

eseguire la somma vettoriale ba +  e la differenza ba ! .
La somma •:
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zyxzyx uuuuuuba +!=+!+!++=+ 3)21()43()12( .

La differenza •:

zyxzyx uuuuuuba 37)21()43()12( −+=−−+++−=−

6.2 Dati i vettori:

zyx uuua 423 −+=         zyx uuub +!=

yx uuc +=                            yx uud !!=

Determinare i vettori: dcbacabacbaba −−+−−+++   ;  ;    ;   ;   .

6.3 Ad un corpo puntiforme sono applicate tre forze le cui espressioni analitiche in un certo sistema di unitˆ
di misura sono:

zyx uuuF 3231 !+=

zx uuF 232 +!=

yx uuF 321 !=
Determinare la forza risultante applicata al corpo.

7¡OBIETTIVO
Saper calcolare il prodotto scalare di due vettori

7.1 Dati due vettori : a  di modulo 5 formante un angolo di 30¡ con lÕasse x e b  di modulo 4 diretto secondo
il verso positivo dellÕasse y, determinare il loro prodotto scalare.

Il prodotto scalare dei due vettori ba•  • quello scalare che si ottiene moltiplicando i moduli dei due vettori

per il coseno dellÕangolo compreso, cio•  αcos⋅⋅=• baba  dove "  • lÕangolo compreso

y
60¡

         90¡

     30¡

x

Si ha   10
2
1

2060cos45 =⋅=°⋅⋅=•ba

7.2 Sono dati i seguenti vettori:

a  di modulo 3 e formante un angolo di 10¡ con lÕasse x

b  di modulo 5 e formante un angolo di 40¡ con lÕasse x

c  di modulo 4 e formante un angolo di 130¡ con lÕasse x
Calcolare i  seguenti prodotti scalari:

, , ,  , cbcaabba ¥¥¥¥
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7.3 Una particella • soggetto ad una forza peso diretta verso il basso pari a yu4− .

Essa si muove su un segmento che congiunge il punto A (7,6) al punto B (4,2) partendo da A e arrivando in
B. Calcolare il lavoro sapendo che esso si ottiene come prodotto scalare della forza per lo spostamento. (Tutti
i dati sono espressi in unitˆ del S.I.)
7.4 Calcolare i seguenti prodotti scalari di versori

yxyzyxxx uuuuuuuu ••••• yx u  ;    ;  u;   ;  

    ;  u;   ;  z zzyxzzy uuuuuuu ¥¥¥¥ .

7.5 Calcolare il prodotto scalare dei due vettori:

zyx uuua 423 !+=      yx uub +=
Il prodotto scalare risulta:

1610620810

4156)5()423(

=+=¥!¥+¥+

+¥+¥+¥=+¥!+=¥

yzxzyy

xyyxxxyxzyx

uuuuuu

uuuuuuuuuuuba

Il prodotto scalare di due vettori dati analiticamente • quel numero che si ottiene eseguendo la somma dei
prodotti delle rispettive componenti secondo  gli assi x,y,z.
In generale essendo:

zzyyxx uauauaa ++=    zzyyxx ubububb ++=
il prodotto scalare vale:

zzyyxx babababa ++=¥

7.6 Dati i seguenti vettori

zyx uuua 532 ++!=

zyx uuub ++= 2

zy uuc !=
calcolare i seguenti prodotti scalari:

, , ,  , cbcaabba ¥¥¥¥

7.7 Dati i seguenti vettori stabilire quali di essi sono perpendicolari, utilizzando il loro prodotto scalare. (Si
ricordi la definizione di prodotto scalare. La condizione di perpendicolaritˆ si traduce nellÕannullamento di
tale prodotto):

zyx uuua 342 +!=

zyx uuub 22 ++=

zyx uuuc 233 ++=

zyx uuud 64 ++!=

7.8 Data una forza zyx uuuF 323 +−= applicata ad  una particella che compie uno spostamento

zyx uuus 2++−= , calcolare il lavoro compiuto dalla forza, nello stesso sistema di unitˆ di misura S.I., nel

quale sono dati la forza e lo spostamento.
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8¡ OBIETTIVO
Saper calcolare lÕangolo formato da due vettori dati in forma analitica

8.1 Dati i due vettori

zyx uuua 522 +!=          zyx uuub 32 !+=
calcolare lÕangolo tra di essi compreso.
Ricordando che il prodotto scalare si pu˜ esprimere sia come prodotto dei moduli e del coseno dellÕangolo
compreso, sia come somma dei prodotti delle componenti corrispondenti, si ha:

αcos⋅⋅=• baba       zzyyxx babababa ++=¥

da cui confrontando le due espressioni, 4769,0
1438

11

9142549

1526
cos −=

⋅
−=

+++++
−−=

⋅

++
=

ba

bababa zzyyxxα

" = 118¡29Ó
Si noti che dei due angoli aventi lo stesso coseno, • stato preso quello minore di 180¡.

8.2 Calcolare lÕangolo compreso tra le seguenti coppie di vettori:

1) zyx uuua −+= 32         yx uub +!=

2) zyx uuua ++= 2         zyx uuub 422 ++!=

8.3 Una forza applicata ad una particella, yx uuF 43 +=  compie un lavoro di 30 unitˆ, quando il punto

materiale compie uno spostamento di 30 unitˆ di lunghezza.
Calcolare lÕangolo formato dalla forza e dallo spostamento.

9¡OBIETTIVO
Saper calcolare il prodotto vettoriale di due vettori

9.1 Calcolare il prodotto vettoriale   ba×  di due vettori che giacciono sul piano xy, il primo a  di modulo 5

e formante un angolo di 30¡ con lÕasse x, il secondo b  di modulo 4 e formante un angolo di 60¡ sempre con
lÕasse x.

        z

          ba!             

           O        y

b

a
    x

Il prodotto vettoriale di due vettori • un vettore avente: a) per modulo il prodotto dei moduli dei due vettori
per il seno dellÕangolo compreso, b) per direzione la direzione perpendicolare al piano individuato dai due
vettori, c) per verso quello individuato dalla regola della mano destra.
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Regola della mano destra: aperte le prime tre dita della mano destra, il pollice, indice e medio, se lÕindice

indica il primo vettore a  e il medio il secondo vettore b , il pollice indica la direzione e il verso del prodotto
vettoriale.
Nel nostro caso il modulo del prodotto vettoriale:

!sen""=# baba  ove "  • lÕangolo compreso, risulta:

10)3060sen(45 =°−°⋅=×ba

La sua direzione • perpendicolare al piano dei due vettori, cio• al piano x, y: applicando la regola della mano
destra si conclude che • rivolto secondo il verso positivo dellÕasse z.

Il prodotto vettoriale • il vettore zu10

9.2 Calcolare il prodotto vettoriale ab!  ove a  e b sono i vettori dellÕesercizio precedente. Che cosa si pu˜
osservare confrontando il risultato ottenuto con quello dellÕesercizio 9.1?

9.3 Siano dati i seguenti vettori giacenti nel piano x,y:

a  di modulo 2 e formante un angolo di 45¡ con lÕasse x

b  di modulo 3 e formante un angolo di 75¡ con lÕasse x

c  di modulo 4 e formante un angolo di 105¡ con lÕasse x.

Calcolare i prodotti vettoriali: ba! ,  cb ! ,   ac×

9.4 Calcolare i seguenti prodotti vettoriali:

yxyzyxxx uuuuuuuu !!!!! yx u  ;    ;  u;   ;  

    ;  u;   ;  z zzyxzzy uuuuuuu !!!! .

9.5 Calcolare il prodotto vettoriale dei due seguenti vettori :

yx uua 73 +=     yx uub 52 !=
Il prodotto vettoriale •:

( ) ( )
zzzyy

yxxyxxyxyx

uuuuu

uuuuuuuuuuba

2901514035

151465273

!=!!!="!

+"!"+"=!"+="

Allo stesso risultato si perviene utilizzando la regola del determinante:

( ) zz

zyx

zyx

uu

uuu

uuu

ba

29141500

52

73

02

03

05

07

052

073

!=!!+!=

=
!

+!
!

=

!

="

9.6 dati i seguenti vettori:

zyx uuua 32 +−=

zyx uuub −+−= 3

zyx uuuc 262 +!=
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zyx uuud 323 ++=
calcolare i seguenti prodotti vettoriali:

;  c  ;  ;  b  ;  ;  b  ;  dcaadbcba !!!!!!

Dai risultati ottenuti cosa si pu˜ dire circa i vettori b  e c   ?

9.7 Calcolare il momento della forza  zyx uuuF 323 +!= , applicata nel punto A(1,2,3), rispetto al punto

B(-1,2,1). (Tutte le grandezze sono espresse in unitˆ del sistema internazionale S.I.)

Il momento τ  di un vettore v  rispetto ad un punto B • vr ×=τ  dove r • il vettor posizione, relativo a B,

del punto A nel quale • applicato il vettore v .

Il vettore r  • dato da: zxzBAyBAxBA uuuzzuyyuxxr 22)()()( +=−+−+−=

Per il momento !  abbiamo:

zx

zyx

uu

uuu

Fr 44

323

202 !=

!

="=#

9.8 Calcolare rispetto al punto A(-1,2,3) il momento della forza yx uuF != 4  applicata nel punto P(-3,0,2).

(Unitˆ  S.I.)

9.9 Calcolare il momento rispetto al punto C(0,2,-2) della quantitˆ di moto di una particella

zyx uuup !+!= 23 . (Unitˆ S.I.)

9.10 Calcolare il momento, rispetto allÕorigine, del vettore forza zyx uuuF !+= 32  che agisce sulla retta

di equazioni parametriche:
x=2t+1
y=3t-2
z=-t+1

Il  momento dipende dalla posizione del punto di applicazione del  vettore dato?

9.11 Calcolare il momento rispetto alla origine degli assi del vettore di modulo 5 e orientato come la retta di

coseni direttori: cos" =1/2 , cos#=
2
3 , cos$=0, applicato nel punto A(2,3,0)

10¡ OBIETTIVO
Saper scomporre graficamente un vettore secondo due direzioni assegnate.

10.1Dato il vettore AB lungo 5 e che forma un angolo di 30¡ con lÕasse x, determinare i due vettori
componenti secondo le due direzioni: asse delle x e retta inclinata di 60¡ con lÕasse delle x.
Chiamiamo vettori componenti di un vettore dato, secondo due direzioni prefissate, quei due vettori aventi
ciascuno direzione pari rispettivamente ad ognuna delle direzioni assegnate e la cui somma • il vettore dato.
Per ottenerli graficamente disegniamo su un piano il vettore dato; dallÕorigine del vettore tracciamo una retta
avente  direzione uguale ad una delle direzioni assegnate, dalla punta del vettore invece tracciamo una retta
avente per direzione lÕaltra delle due direzioni assegnate.
I due segmenti consecutivi cos“ ottenuti rappresentano  i due vettori richiesti, il cui verso • individuato dalla
punta delle due rispettive frecce.
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Si noti come dalle due scomposizioni grafiche qui rappresentate si ottengano gli stessi vettori componenti,

essendo  ACCBAB == DB   e    

       y    y

B        D   B

     A             C     A

          O x        O      x

10.2 Dato il vettore AB lungo 3 e diretto lungo lÕasse y determinare i due vettori componenti secondo le
seguenti direzioni: lÕasse x e una retta inclinata di 120¡ rispetto allÕasse x.

10.3 Dato il vettore AB lungo 5  e diretto secondo la bisettrice del I ¡ quadrante, determinare i due vettori
componenti secondo le seguenti direzioni: asse x, asse y.

10.4 Dato un vettore v  lungo 6 e orientato secondo una direzione formante un angolo di 60¡ con lÕasse x,
determinare i due vettori componenti secondo le seguenti direzioni: la direzione formante un angolo di 30¡
con l'asse x e la direzione formante un angolo di 30¡ con lÕasse y. ( in senso antiorario

10.5 Dato il vettore spostamento dal punto A(2,3) al punto B(6,8), determinare i vettori componenti secondo
le seguenti direzioni:
direzione formante un angolo di 30¡ con lÕasse x, direzione formante un angolo di 45¡ con lÕasse x.

10.6 Dato un vettore AB lungo 9 e orientato secondo una direzione  in modo da formare un angolo di 45¡
con lÕasse x, determinare la componente del vettore secondo la direzione che forma un angolo di 15¡ con
lÕasse x.

La componente di un vettore secondo una direzione assegnata • la lunghezza del vettore componente
secondo quella direzione supponendo che lÕaltra direzione sia perpendicolare alla direzione assegnata. Il
segno di tale componente • + o - a seconda che il vettore componente abbia lo stesso verso della direzione
prefissata o quello opposto.

La componente richiesta • la lunghezza del segmento AC con il segno + e vale +9cos30¡=+9
2
3 =7,79.

       y           B

90¡
C

   A

      O x
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10.7 Dato il vettore AB lungo 5 e orientato secondo lÕasse y determinare la sua componente secondo
ciascuna delle seguenti direzioni:
a) direzione che forma un angolo di 30¡ con lÕasse x
b) direzione che forma un angolo di 120¡ con lÕasse x
c) lÕasse x
d) lÕasse y
e) direzione che forma un angolo di 315¡ con lÕasse x

10.8 Dato il vettore spostamento dal punto A(1,1) al punto B(4,7) determinare la sua componente secondo
ciascuna delle direzioni dellÕesercizio precedente.

11¡OBIETTIVO
Saper calcolare la espressione analitica secondo una direzione assegnata del vettore componente, di un

vettore dato.

11.1 Calcolare il vettore componente del vettore yx uuv 43 +=  secondo la direzione formante un angolo di

30¡ con lÕasse x.

Il vettore richiesto • il vettore ''BA  ottenuto nel grafico qui illustrato:
         y

B

        %

          A
BÕ

# AÕ "                    

        O

x

Per determinarlo analiticamente • necessario conoscere il suo modulo e la sua direzione. La sua direzione •
concorde con quella della retta assegnata e perci˜ il vettore si potrˆ scrivere come prodotto del suo modulo

per il versore ru  della retta. Tale versore •:

yxyxyxr uuuuuuu
2
1

2
3sencoscoscos +=+=+= !!"!

Il modulo invece • dato dalla lunghezza di ''BA , cio• dalla lunghezza di AB  per il coseno di

%: !cos'' "= ABBA

Ricordando la definizione di prodotto scalare e che ru  ha modulo unitario si pu˜ scrivere che:

ruABAB ¥=! "cos  cio•  rr uuABBA )('' •=

e nel nostro caso si ha:

yxyx

yxyxyx

uuuu

uuuuuuBA

)1
2
33

()3
4
9

()
2
1

2
3

()2
2
33

(

)
2
1

2
3

()
2
1

2
3

()43(''

+++=+!+=

=+!"
#

$
%
&

'
+¥+=

11.2 Determinare il vettore componente del vettore yx uuv +=  secondo la direzione di una retta formante

un angolo di 120¡ con lÕasse x.
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11.3 Determinare il vettore componente del vettore yx uuv 23 !=  secondo la retta avente coseni direttori

cos" =
2
2   e cos #=

2
2

11.4 Determinare il vettore componente del vettore yx uuv 4+−=  secondo la direzione del vettore

yx uur 24 !=

11.5  Determinare il vettore componente del vettore zyx uuuv −+= 2  secondo la retta avente coseni

direttori cos" =
2
1 , cos #=

2
1  e cos$=

2
2

!

11.6 Determinare il vettore componente del vettore zyx uuuv 32 ++!=  secondo la direzione del vettore

zyx uuur −+= 2

12¡OBIETTIVO
Saper calcolare la derivata di un vettore dato in forma analitica, funzione di una variabile scalare, rispetto a
tale variabile.

12.1 Dato il vettore ( ) ( ) ( ) zyx utututv 23223 2 +−+−++=
funzione della variabile scalare t, determinare la sua derivata rispetto a t.

Dato che i versori zyx uuu   ,,  non variano al variare della variabile t, essi si possono ritenere delle costanti.

La derivazione si esegue perci˜ solamente sulle componenti del vettore cio•:

( ) ( ) ( )

zyx

zyxz
z

y
y

x
x

uuut

u
dt
td

u
dt
td

u
dt
td

u
dt
vd

u
dt

vd
u

dt

vd

dt
vd

!+=

=
+!

+
!

+
+

=++=

26

23223 2

La derivata ottenuta risulta essere anchÕessa un vettore.

12.2 Determinare la derivata rispetto a  t  del vettore

zyx uu
t

utv 2
2

3 2 !+=  funzione della variabile scalare t.

12.3 Determinare la derivata seconda rispetto al tempo del vettore v  dellÕesercizio 12.1

12.4 Determinare la derivata prima e la derivata seconda  rispetto a  t  del vettore

( ) ( ) ( ) zyx ututtuttv 2412123 23 −++−++−=
funzione della variabile scalare t.

12.5 Determinare la derivata prima e la derivata seconda  rispetto a  t  del vettore( ) xutr 2sen10=
funzione della variabile scalare t.
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13¡ OBIETTIVO
Saper calcolare lÕintegrale definito di un vettore dato in forma analitica, funzione di una variabile scalare.

13.1 Dato il vettore  ( ) ( ) zyx utuutv 323 2 +!!!+=  determinare lÕintegrale rispetto alla variabile t di tale

vettore tra i valori t=1 e t=2 (intervallo nel quale il vettore risulta definito).
Tale integrale si pu˜ scrivere.

[ ] =+!!!+= "" dtutuutdtv zyx

2

1

2
2

1

)3(2)3(

da cui tenendo presente che  zyx uuu   ,,  non variano al variare di t e perci˜ sono da ritenersi delle costanti,

( ) ( )

zyxzyx

zyx

uuuttututtu

dttudtudttu

2
32

2
93

3
2

2
3

323

2

1

3
2

1

2

1

2

2
2

1

2

1

2

1

−−=⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−+−+⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+=

=+−−−+= ∫∫∫

13.2 Determinare lÕintegrale, rispetto alla variabile t, del vettore yx uutv 23 +=  tra i valori t=0 e t=2

(intervallo nel quale il vettore risulta definito).

13.3 dato il vettore zyx uttututv )()1()24( 2 !+!!+=  determinare lÕintegrale di tale vettore rispetto

alla variabile t tra t=-1 e t =1 (intervallo nel quale il vettore risulta definito)..

13.4 Determinare lÕintegrale rispetto alla variabile t del vettore ( ) xutr 4sen20=  tra t=0 e t=&/4 (intervallo

nel quale il vettore risulta definito).

Risultati di alcuni esercizi
1.2 scalari a,d

2.4 ¡45   ;22

2.5 °140    ;61

3.2 ¡137     ;192  ; la somma di due vettori gode della proprietˆ commutativa

3.3 ¡46    ;132

3.4 )5/4(;41 1!tg

3.13 xyxyxyx uduusuuduus 2     ;210     ;2     ;43 =+!=+=+=

4.2 138   ;    132  ;  13   ;   5 ==== dcba

4.3  
5

1
cos   ,

5

2
cos   ;

5

1
cos   ,

5

2
cos    ;

5
4

cos   ,
5
3

cos ====−=−= βαβαβα

4.4 !
!
"

#
$
$
%

&
+= yx uuv

2
1

2
3

5

4.5 !
!
"

#
$
$
%

&
''= yx uuv

2
3

2
1

8

5.2 
14
3cos   ;

14
2cos   :

14
1cos    ;14 ==!= "#"
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5.6 zyx uuus !+= 25
7.4     1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1
7.6     9, 9,-2, 1.
8.2 ¡¡! 60     ;170
8.3 °≅ 53

9.4 0    ;u -   ;u    ;u    ;0    ;u -   ;u-    ;u    ;0 xyxzyz

9.6            ;2212   ;2416    ;27     ;1110  ;0    ;27 zxzyxzyxzxzyx uuuuuuuuuuuuu +!!+!+!+!!

c    e   b  sono paralleli

11.3 yx uu
2
1

2
1 −

11.4 ( )yx uu !! 2
5
6

11.6 ( )zyx uuu !+2
2
1


