Calcolo Vettoriale




1j OBIETTIVO

Saper riconoscere se una grandezza « OscalareO o OvettorialeO

1.1 Dire di ognuna delle seguenti grandezze se si tratta di grandezze scalari oppure vettoriali:
a) spostamento di un punto da una posizione A ad una posizione B;

b) volume di un corpo

c) velocit™ di una particella in movimento;

Possiamo definire OvettoreO un segmento orientato in una direzione indicata da una freccia con una
lunghezza chiamata modulo del vettore.
Grandezza vettoriale * una grandezza che per essere determinata completamente ha bisogno di una @
orientata oltre che della sua ampiezza.

Grandezza scalare * una grandezza che « completamente determinata dalla propria ampiezza.
Lo spostamento di un punto da una posizione A ad una posizione B « una grandezza vettoriale perchZ|
determinata oltre che dalla sua ampiezza ( un certo numero in km, m, cm, ecc.E), dalla direzione orien
che congiunge A con B.

A

Il volume di un corpo * una grandezza scalare perchZ « completamente determinata dalla sua ampiezz
certo numero di litri, fy cnT, ecc.)

erta

irezion

tata

a(un

La velocit™ di una particella in movimento » una grandezza vettoriale perchZ se indichiamo la sua ampiezza

(un certo numero in km/h, m/s, ecc.) non la determiniamo completamente. Mancano infatti le informaz
circa la direzione verso la quale la particella sta muovendosi con quella velocit”.

P

1.2 Dire delle seguenti grandezze quali sono scalari e quali vettoriali.
a) massa di un corpo

b) forza esercitata da una molla compressa,

c) peso diun corpo

d) energia termica di un corpo.

1.3 indicare una grandezza scalare e una vettoriale diversa da quelle degli esercizi precedenti.

oni
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2j OBIETTIVO

Saper rappresentare i vettori su un piano riferito ad assi cartesiani ortogonali.

2.1 Rappresentare sul piano il vettore che esprime lo spostamento di 3m di una particella secondo la
direzione che forma un angolo di 30j col verso positivo dellOasse x.

A
y
N\ 30 im
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O X

Disegnati gli assi X, y di riferimento si tracci a partire da un punto qualsiasi del piano una semiretta ori

entata

inclinata di 30j rispetto al verso positivo dellOasse x, ricordando che il verso positivo delle rotazioni  guello

antiorario.

Su tale semiretta si porta a partire dalla sua origine, un segmento pari a 3 volte IQunit” scelta per
rappresentare il metro. Il segmento orientato cos"“ ottenuto e il vettore che rappresenta lo spostamento
richiesto.

2.2 Rappresentare nel piano il vettore che esprime la velocit™ di un punto mobile il cui valore « di 50 km/h

secondo la direzione formante un angolo di 45; con il verso positivo dellOasse x.

2.3 Rappresentare nel piano il vettore che esprime la forza F che un campo elettrico esercita su una c
puntiforme g, il cui modulo « 7N e che forma un angolo di 75j con il verso positivo dellOasse x.

2.4 Rappresentare nel piano il vettore che esprime lo spostamento di una particella dal punto A(1,2) 3
B(5,6).
Calcolare inoltre IOampiezza di tale spostamento e IOangolo formato dal vettore con IQasse x.

2.5 Rappresentare nel piano il vettore che esprime lo spostamento di un punto mobile dal punto A(3,
punto B(-3,7). B ~ N
Calcolare inoltre I0ampiezza di tale spostamento e IOangolo formato dal vettore con IOasse x.

arica
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3i OBIETTIVO

Saper rappresentare nel piano il vettore somma e il vettore differenza di due vettori assegnati.

3.1.Una particella compie prima uno spostamento di 4m nella direzione dell®asse x e poi uno spostam
6m secondo la direzione che forma un angolo di 60j con la precedente.

ento d

Rappresentare i vettori corrispondenti ai due spostamenti e quello corrispondente allo spostamento somma.

Calcolare inoltre il modulo di tale vettore somma e IOangolo che esso forma con IQasse x.

Riferito il piano ad assi cartesiani ortogonali, partendo da un punto qualungque del piano, per esempio galla

origine O, si riporti sullDasse x il primo vettore e dalla punta della freccia di questo si faccia partire il se
vettore nella direzione indicata di 60j in senso antiorario a partire dalla direzione positiva dellOasse x

B
A

y

im

60j

>
o) A X |

condo

Il vettore somma ¢ rappresentato dal vettore che ha origine in O e punta della freccia nella punta della freccia

del secondo vettore. Le coordinate del punto A sono (4,0) le coordinate del purigB)(Epme
facilmente si ricava dalla figura. I®angolo formato da OB con |Oasse x ha tafgyéite
Il modulo del vettore OB si calcola con il teorema di Pita@: N27+49 =476 =219

3.2 Una patrticella compie prima uno spostamento di 6 m secmaddirezione che forma un angolo di
60jcon l'asse delle x e poi un altro spostamento di 4 metri secondo la direzione dellOasse delle x.
Rappresentare i vettori corrispondenti ai due spostamenti e quello corrispondente allo spostamento so
Calcolare inoltre il modulo di tale vettore e I'angolo che esso forma con |Qasse x.

Che cosa si deve dedurre dal confronto di questi risultati con quelli dellesercizio precedente?

3.3Una particella compie uno spostamento di 6 metri prima secondo una direzione che forma un angol
120; conlQassee poi uno spostamento di 8 m secondo una direzione che forma un angolo di 240; con
direzione del primo spostamento.

Rappresentare il vettore somma, calcolandone modulo e direzione rispetto allOasse x.

3.4 Una patrticella si sposta prima dal punto A(3,1) al punto B(6,3) e poi da B al punto C(7,5). Determin
vettore corrispondente allo spostamento, il suo modulo e la direzione che esso forma con l'asse x.

3.5 Una patrticella compie successivamente quattro spostamenti di 1m sempre nella stessa direzione ¢
X.

Rappresentare i vettori che corrispondono ai quattro spostamenti uguali e il vettore somma.

Si pu” dire che il vettore somma * multiplo secondo il fattore 4 dello spostamento di un metro?

3.6 Dato il vettoreu, di modulo 1 e orientato secondo IOasse x, rappresentare il vettore 3

mnmma

o di
la

are il

lellOas

3.7 Una particella compie prima uno spostamento di 4m lungo IQasse x, poi uno spostamento di 5m
parallelamente allOasse y e nello stesso verso. Determinare il vettore somma, il modulo e IOangolo ch

e form

con il verso positivo dellOasse x.
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3.8 Dati i due vettori 8, e 4u, doveu, e U, sono due vettori di modulo 1 orientati rispettivamente

—_—

come |Qasse x e come [Oasse y (si chiamano appunto i versori degli assi), determinare graficamente i

—_—

sommas= 3u, +4u,

| vettor

3.9 Rappresentare nel piano x, y i seguenti vettori:
a=4u, +u,
b=2u, +3u,

c=7u, +10u,

3.10 Sia dato il vettore = 3u _ . determinare, disegnandolo nel piano x y quel vetterehe sommato &

d” per risultato un vettore nullo. Disegnato il vettaredire se tale vettore « multiplo di, e per quale
fattore.

3.11 Chiamandov il vettore opposto al vettoxe cioe il vettore che sommatoa d” per risultato zero,
rappresentare sul piano x, y i vettori opposti ai seguenti vettori:

Vv, = 2U,

ATy

V=20 +30,

v, -t -2u,

3.12  Si definisce differenza tra il vetto;ee il vettorew (esi scrive\:-\Tv) la somma dV con il vettore -

W opposto diw . Rappresentare nel piano le seguenti differenze di vetteriv .

1) v= spostamento dal punto (3,2) al punto (4,5)
w= spostamento dal punto (4,5) al punto (6,8)
2) ;z spostamento di 4 m lungo 10asse x

w= spostamento di 6m nella direzione orientata che forma un angolo di 60; con |Qasse x
3) v = velocit” di 2 m/s nella direzione positiva del IOasse y

w= velocit™ di 3m/s nella direzione positiva dellDasse x

w

=2u, +3u,

[

—

u

X

—

+uy

(@]

a=-4u, +u,

—

b=-6u, +u,

.13 Scrivere le espressioni analitiche della somma e della differenza delle seguenti coppie di vettori:

3.14 Si definisce somma di pie vettori il vettore che si ottiene sommando il terzo vettore con la somma d
primi due, il quarto vettore con il risultato ottenuto, etc.
Rappresentare nel piano la somma del seguenti vettori:

1)a= spostamento di 2 m secondo IQasse x

b = spostamento di 5 m secondo IOasse y

ei
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Ez spostamento di 3 m secondo IOasse x

2) 5: spostamento di 3 m secondo la bisettrice del 1j quadrante
Bz spostamento di 2 m secondo IQasse x

Ez spostamento di 5 m secondo la bisettrice del 1j quadrante

d = spostamento di 1 m secondo |Oasse y
Si noti che il vettore somma pu™ essere ottenuto anche disegnando consecutivamente tutti i vettori dati
tralasciando di effettuare le somme intermedie.

4; OBIETTIVO

Saper calcolare il modulo, i coseni direttori e il versore di un vettore dato nel piano.

4.1 1l modulo di un vettore ¢ la sua ampiezza in valore assoluto. Calcolare i moduli dei seguenti vettori:

ux
b=12u,
6:4E+3u_y>
d=au1 3,

Nel primo caso il modulo del vettorea = 2u _«
a=! al=121=2,
Nel secondo caso il modulo del vettoréd =! 2u

b=1 b= 121=2.
Nel terzo caso, ricordando la rappresentazione geometrica ed applicando il teorema di Pitagora alle
componenti, si ha:

c=H= 47 432 =5

Analogamente nel quarto caso si ha:
d =‘8‘=w/42 +(13)% =5

4.2 Calcolare i moduli dei seguenti vettori:

a=!5u,

b=12u, ! 5u,
c=!4u, +6u,
d=!8u, +12u,

Cosa si pu” notare relativamente ai risultati ottenuti per i vetterd ?




4.3 Calcolare i coseni direttori del seguente vettane= 3ux + 4uUy

Si chiamano _coseni direttori di un vettore i coseni degli angoli che il vettore forma con i versi positivi degli

assixey.

o |
W, 3 X

Disegniamo il vettore sul piano x,y partendo per semplicit”, dall®origine degli assi. In tale rappresentaz
W, e \Nysono le componenti del vettore dato rispettivamente sullOasse x e sullOasse y. Si ha:

3 3 W
MmO

Il vettore pu” essere scritto anche mediante i suoi coseni direttori.
Infatti, mettendo in evidenza il modulo, si ha:

cosx =

W= S(E;X +%1;y) =5(cos” Uy +cos ! L:y)
Si noti che il vettore scrltto tra parentesi ¢ un vettore di modulo unitario e pertanto rappresenta il versor
vettorew e si scrive vers .

Il vettore w dato si pu” esprimere come prodotto del suo modulo per il suo versore:
\7v—5 versTv

In generale il versore di un vettovesi pu” ottenere dividendo il vettore per il suo modulo.

-

v vux+vuy VA
versy=— ="V =Sy 4 v‘uy—cos Uy +cos! Uy

MM

rione

e del

4.4 Calcolare i coseni direttori e i versori dei seguenti vettori:
a="13u, +4u,

Che cosa si pu™ osservare confrontando i risultati relativi ai veteric ?

4.5 Scrivere in forma analitica, mettendo in evidenza il modulo e i coseni direttori, il vietirenodulo 5 e
che forma con IOasse x un angolo di 30j

4.6 Scrivere in forma analitica, mettendo in evidenza il modulo e i coseni direttori, il vetirmmodulo 8
e che forma con IOasse x un angolo di -120;j




5i OBIETTIVO

Saper rappresentare nello spazio un vettore dato sotto forma analitica. Saperne trovare il modulo, i cak
direttori rispetto ai tre assi cartesiani ortogonali x,y,z e saper scrivere il versore

5.1 Rappresentare nello spazio riferito ad assi cartesiani ortogonali il vetter2u + 3uy +4u

Determinare il modulo e i coseni direttori. Esprimere il vettore come prodotto del suo modulo per il versore
relativo.
z

X

Supposto di partire, per disegnare il vettore, dallOorigine degli assi, la freccia del vettore si trova nel pyinto di
coordinate (2,3,4).

—_ - —

Infatti, se partendo dall®origine O si compiono successivamente tre spostamp@ntj ,4u, la somma dei

tre vettori » appunto il vettore che ha per estremi IQorigine e il punto di coordinate 2,3,4 cios la diagondle del
parallelepipedo di dimensioni consecutive 2,3,4 ; perci” il suo modulo risulta:

\7‘:\/2%32 +42 =J4+9+16 =29

| coseni direttori sono i coseni degli angoli che il vettore forma con i versi positivi dei tre assi x, y, z
rispettivamente co§ cos#, cos$,:

2 3 4
COt = — cos! =— cos! = —

V29 V29 - V29

-

-V . . . .. - .
Il versore very = q « il vettore che ha le componenti secondo i tre assi uguali ai coseni direttori:

-

=cos#u +cos " u +cos!u,

4
M BT RN T

Il vettore v dato pu~ quindi essere espresso anche come prodotto del suo modulo per il versore

- -~ 2 — 3 — 4 —
v=\/2_9versv:\/2_9§—ux+—u 2t
3J29 * 29 ° 29 *r

2

Dalla relazionecos® # + cos” " +cos® ! =1 risulta pure che gli angdlj #, $non sono indipendenti.

5 2 Rappresentare nello spazio i vettori indicati determinando inoltre il modulo, i coseni direttori, il versore:

5.3 Calcolare i coseni direttori ed i versori dei due vettori
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a=u,—2u, +3u,
b=-2u, +4u, —6u,
Confrontando i risultati per i due vettori che cosa si pu™ concludere circa il loro orientamento?

5.4 Delle seguenti coppie di vettori dire quali rappresentano vettori paralleli confrontando i rispettivi coseni

direttori:

s
vV, =u,—u, +2u,

2 \ﬁ:—uX +U, —U,

v, =Uu,—u, +u,
Vs =2u, +3u, ! 2u,

3)_. _ _ .
v, =05u, +0,75u, ! 05U,

v, =6u, ! 2u,
4 . .
v, =6u, ! 2u,

5.5 Una patrticella si sposta dal punto A(2,3,4) al punto B(4,6,2). Esprimere in forma analitica il vettore
spostamento.

Il vettore spostamento si pu™ pensare come somma di tre spostamenti, uno secondo I0asse x, che
XePDx=4D 2=2

uno secondo IOasse y, che vale
yveDW=6D 3=3

uno secondo IOasse z, che vale
zzebDza=2bD 4 =-2

Sihav=2u, +3u, ! 2u,

5.6 Una patrticella si sposta dal punto A(-2,3,0) al punto B (3,5,1). Esprimere in forma analitica il vettor
spostamento.

5.7 Una patrticella si sposta dal punto A(1,2,3) al punto B(4,5,6) e poi dal punto B al punto C (6,5,8).
Calcolare i vettori spostamensB, BC, AC .

Verificare che lo spostamentd\C ¢ la somma vettoriale degli spostameAiB, BC e che le componenti di

AC secondo i tre assi sono le somme delle compone®BJiBC secondo i rispettivi assi.

6i OBIETTIVO
Saper eseguire somme e differenze di due vettori dati mediante le loro espressioni analitiche nello

vale:

117

6.1 Dati i due vettori:
a=2u,+3u,!u, b=u,! 4u, +2u,

-

eseguire la somma vettoriade+ b e la differenzaa! b.
La somma :




a+b=(2+1u, +(3! AU, +( 1+2)u, =30, | U, +0, .
La differenza e:
a—b= (2—1)ux +(3+ 4)My +(_1_ 2)uz =u, +7My —3u

z

6.2 Dati i vettori:

—_—

a=3u +2u,—4u. b

utu, +u

N

z

_

c=u, +u d=lu_'u
X y X

— —

y
Determinare i vettoria+b ;a+b +c; a—b ;a-c;a+b —-c—-d.

6.3 Ad un corpo puntiforme sono applicate tre forze le cui espressioni analitiche in un certo sistema di
di misura sono:

F,=3u,+2u ! 3u
) =1 3u, +2u,

F, =2u,! 3u,

z

|5

Determinare la forza risultante applicata al corpo.

7iOBIETTIVO
Saper calcolare il prodotto scalare di due vettori

7.1 Dati due vettori a di modulo 5 formante un angolo di 30j con I®assb xdemodulo 4 diretto secondo
il verso positivo dellOasse y, determinare il loro prodotto scalare.

Il prodotto scalare dei due vettagie b * quello scalare che si ottiene moltiplicando i moduli dei due vetto

bl- cosa dove" «10angolo compreso

per il cosenalell®angolo compreso, ci@eb = H

y
60;j

Siha 5-6:5-4.c03600:20.%:10

unit”

7.2 Sono dati i seguenti vettori:
a di modulo 3 e formante un angolo di 10; con IOasse x
b di modulo 5 e formante un angolo di 40j con IQasse x

¢ di modulo 4 e formante un angolo di 130;j con IOasse x
Calcolare i seguenti prodotti scalari:

a¥b, b¥a,a¥ec b¥e,
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7.3 Una particella » soggetto ad una forza peso diretta verso il basso-pdui a

Essa si muove su un segmento che congiunge il punto A (7,6) al punto B (4,2) partendo da A e arrivando in
B. Calcolare il lavoro sapendo che esso si ottiene come prodotto scalare della forza per lo spostamento. (Tutl
i dati sono espressi in unit” del S.1.)

7 4 Calcolare i seguenti prodotti scalari di versori

—_— — — s — — — —

U .U su,eu, ;u_eu, ; U eU 'U.y.Uy

X y °>9x z > Yy X

—_— —  — — — —

uy¥uz;uz¥u U, ¥u, U, ¥u

Z z

7.5 Calcolare il prodotto scalare dei due vettori:

a=3u, +2u,' 4u, b=u,+u,

Il prodotto scalare risulta:

a¥b=Gu, +2u, ! du ) ¥(u, +5u,) = 6u, ¥u, +15u, Yu, +du ¥u_ +
+10u, ¥u, +8u_¥u ! 20u_¥u, =6+10=16

Il prodotto scalare di due vettori dati analiticamente » quel numero che si ottiene eseguendo la somma|dei
prodotti delle rispettive componenti secondo gli assi x,y,z.
In generale essendo:

a=au,+au, +a,u, b=bu, +bu +b,u,

il prodotto scalare vale:
a¥b=ab, +ab +ab,

7.6 Dati i seguentl vettori

a=! 2u +3u +5uZ

b=u, 2u +u

c= u,! u

calcolare i seguentl prodottl scalari:
a¥b, b¥a, a¥c,b¥c,

7.7 Dati i seguenti vettori stabilire quali di essi sono perpendicolari, utilizzando il loro prodotto scalare. |(Si
ricordi la definizione di prodotto scalare. La condizione di perpendicolarit” si traduce nellOannullamento di
tale prodotto)

a= 2u '4u +3u
b=u, +2u, +2u,
c=3u, +3u, +2u,

d=!u, +4u, +6u,

7.8 Data una forz& = 3u, —2u, + 3u, applicata ad una particella che compie uno spostamento

s=-u,+u, + 2u, , calcolare il lavoro compiuto dalla forza, nello stesso sistema di unit™ di misura S.1.| nel

guale sono dati la forza e lo spostamento.
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N 8i OBIETTIVO
Saper calcolare I0angolo formato da due vettori dati in forma analitica

8.1 Dati i due vettori
a=2u,! 2u, +5u, b=2u, +u,! 3u
calcolare IQangolo tra di essi compreso.

Ricordando che il prodotto scalare si pu™ esprimere sia come prodotto dei moduli e del coseno dell®angolo
compreso, sia come somma dei prodotti delle componenti corrispondenti, si ha:

-cosa a¥b=ab, +ab +ab,

z

-

aObz‘a

-

b

ab, +ab +ab, 6-2-15 -1
%. M9+ 412544/441+9 +38-414
"= 118290

Si noti che dei due angoli aventi lo stesso coseno, * stato preso quello minore di 180;.

da cui confrontando le due espressigiy, — =-0,4769

b

8.2 Calcolare IOangolo compreso tra le seguenti coppie di vettori:

_

1)51:2@+3@—u~Z b=1u, +u

2)a=u, +2u, +u,

8.3 Una forza applicata ad una particeﬁa,: SU—X + 4@ compie un lavoro di 30 unit”, quando il punto

materiale compie uno spostamento di 30 unit™ di lunghezza.
Calcolare IOangolo formato dalla forza e dallo spostamento.

9iOBIETTIVO

Saper calcolare il prodotto vettoriale di due vettori

9.1 Calcolare il prodotto vettorialeax b di due vettori che giacciono sul piano xy, il priraodi modulo 5

e formante un angolo di 30; con IOasse x, il secbndbmodulo 4 e formante un angolo di 60j sempre con
IQasse x.

Q)

X

Il prodotto vettoriale di due vettori ¢ un vettore avente: a) per modulo il prodotto dei moduli dei due vettori
per il seno dellOangolo compreso, b) per direzione la direzione perpendicolare al piano individuato daij due
vettori, c) per verso quello individuato dalla regola della mano destra.

AN



Regola della mano destra: aperte le prime tre dita della mano destra, il pollice, indice e medio, se 1Oin

indica il primo vettorea e il medio il secondo vettore, il pollice indica la direzione e il verso del prodotto|
vettoriale.
Nel nostro caso il modulo del prodotto vettoriale:

a#b

=H"‘b‘"sen’ ove" |C)ango|o compreso, risulta:

axb| = 5-4sen(60°—30°) =10

La sua direzione ¢ perpendicolare al piano dei due vettori, cioe al piano x, y: applicando la regola della
destra si conclude che e rivolto secondo il verso positivo dellOasse z.

Il prodotto vettoriale « il vettoreo@

9.2 Calcolare il prodotto vettoriale! a ove a e b sono i vettori dellOesercizio precedente. Che cosa si
osservare confrontando il risultato ottenuto con quello dellOesercizio 9.17?

9.3 Siano dati i seguenti vettori giacenti nel piano Xx,y:

a di modulo 2 e formante un angolo di 45 con I0asse x
b di modulo 3 e formante un angolo di 75;j con I0asse x
¢ di modulo 4 e formante un angolo di 105; con IQasse x.

- - -

Calcolare i prodotti vettorialia! b, »! ¢, cxa

9.4 Calcolare i seguenti prodotti vettoriali:
ORI ; -

—_— —

=

X 2

C1<C

x

l
CIXC

I lu,

z 'Yz *"

c

u,! ;U u,
u,! u, u,

9.5 Calcolare il prodotto vettoriale dei due seguenti vettori :

a=3u +Tu, b=2u!5u,

Il prodotto vettoriale e:

a"b= @ZHLZ) @Tx! 5u_')= 6u, " u, +l4u,"u ! 15 " u, +

| 350, " u, =0! 14u_! 154! 0=129_

Allo stesso risultato si perviene utilizzando la regola del determinante:

[EEEER G —

u, u, u,
R Y —| 7 —(3 —13 7
a"b=(3 7 O0|=u I u +u =
g Y12 22 1
2 15 0

=0! 0+u,( 15! 14)=12%u,

9.6 dati i seguenti vettori:
a=u,—2u, +3u,

b=-u,+3u, -u,

c=2u, ! 6u,+2u,

dice

mano

u

A1



d=3u, +2u, +3u,
calcolare i seguenti prodotti vettoriali:

_- - —

;!g;B!E;B!J;B!a;a!c;E!E;

Dai risultati ottenuti cosa si pu” dire circa i vettdrie ¢ ?

9.7 Calcolareil momentodellaforza F =3u ! 2u  +3u_, applicatanel puntoA(1,2,3), rispettoal punto
B(-1,2,1). (Tutte le grandezze sSono espresse in unit” deI S|stema |nterna2|onale S.1)

Il momentot di un vettore v rlspettoad un puntoB e T=rxV dove reil vettor posizione relativoa B,
del punto A nel quale « applicato il vettore

Il vettore r « dato da:r = (x, —xz)u, +(y, —yg)u, +(z, —z5)u. =2u, +2u,

Per il momentoT abbiamo:

[EENEN N —

u u u

X y z
#=r"F=2 0 2|=4u! 4u,
3 12 3

9.8 Calcolare rispetto al punto A(-1,2,3) il momento della f§r34u—x ! E applicata nel punto P(-3,0,2).
(Unit™ S.1.)

9.9 Calcolare il momento rispetto al punto C(0,2,-2) della quantit™ di moto di una particella
p="!3u, +2u,! u,.(Unit"S.l)

9.10 Calcolare il momento, rispetto allOorigine, del vettore ferzs2u,, + 3u, ! u, che agisce sulla retta

di equazioni parametriche:
x=2t+1
y=3t-2
z=-1+1
I momento dipende dalla posizione del punto di applicazione del vettore dato?

9.11 Calcolare il momento rispetto alla origine degli assi del vettore di modulo 5 e orientatia cettzedi
coseni direttori: cds=1/2 , cost= \E, cos$=0, applicato nel punto A(2,3,0)
2

10; OBIETTIVO
Saper scomporre graficamente un vettore secondo due direzioni assegnate.

10.1Dato il vettoreAB lungo 5 e che forma un angolo di 30; con IQasse x, determinare i due vettori
componenti secondo le due direzioni: asse delle x e retta inclinata di 60j con IOasse delle x.

Chiamiamo vettori componenti di un vettore dato, secondo due direzioni prefissate, quei due vettori aventi
ciascuno direzione pari rispettivamente ad ognuna delle direzioni assegnate e la cui somma ¢ il vettorg dato.

Per ottenerli graficamente disegniamo su un piano il vettore dato; dall®origine del vettore tracciamo uf
avente direzione uguale ad una delle direzioni assegnate, dalla punta del vettore invece tracciamo un
avente per direzione IQaltra delle due direzioni assegnate.

| due segmenti consecutivi cos” ottenuti rappresentano i due vettori richiesti, il cui verso ¢ individuato ¢
punta delle due rispettive frecce.

A9

na retta
a retta

dalla




Si noti come dalle due scomposizioni grafiche qui rappresentate si ottengano gli stessi vettori componenti,
essendoAB=CB e DB=4C

O X O X

10.2 Dato il vettoreA:B lungo 3 e diretto lungo [Oasse y determinare i due vettori componenti secondo |e
seguenti direzioni: I0asse x e una retta inclinata di 120j rispetto allOasse X.

10.3Datoil vettore AB lungo5 e diretto secondda bisettricedel | | quadrantedeterminare due vettori
componenti secondo le seguenti direzioni: asse x, assey.

10.4 Dato un vettore vV lungo 6 e orientatosecondounadirezioneformanteun angolodi 60; con [Oasse,
determinard duevettori componentisecondde seguentidirezioni: la direzioneformanteun angolodi 30j
con l'asse x e la direzione formante un angolo di 30j con IOasse y. (in senso antiorario

10.5Datoil vettorespostamentalal puntoA(2,3) al puntoB(6,8), determinara vettori componentsecondo
le seguenti direzioni: N ~
direzione formante un angolo di 30j con IOasse X, direzione formante un angolo di 45; con |IOasse x.

10.6 Dato un vettore AB lungo 9 e orientatosecondaunadirezione in mododaformareun angolodi 45j
conlOasse&, determinarda componentalel vettoresecondda direzioneche forma un angolodi 15j con
IQasse x.

La componentedi un vettore secondouna direzioneassegnata la lunghezzadel vettore componentg
secondoquella direzionesupponendahe IQaltradirezionesia perpendicolarealla direzioneassegnatall
segnodi tale componente + o - a secondacheil vettorecomponentebbialo stessoversodelladirezione
prefissata o quello opposto.

La componente richiesta ¢ la lunghezza del segmento AC con il segno + e vale +9coﬁ)#;@.
2
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10.7 Dato il vettore AB lungo 5 e orientatosecondolOassg determinarela suacomponentesecondo
ciascuna delle seguenti direzioni:

a) direzione che forma un angolo di 30j con IOasse x
b) direzione che forma un angolo di 120j con IOasse x
c) |Oasse x

d) IQassey

e) direzione che forma un angolo di 315; con IQasse x

10.8 Datoil vettorespostamentalal punto A(1,1) al puntoB(4,7) determinarda suacomponentesecondo

ciascuna delle direzioni dell®esercizio precedente.

11iOBIETTIVO

Saper calcolare la espressione analitica secondo una direzione assegnata del vettore component

vettore dato.

11.1Calcolareil vettorecomponentelel vettore v =3u, + 4uy secondda direzioneformanteun angolodi
30 con IBasse x.

Il vettore richiesto ¢ il vettoreA'B' ottenuto nel grafico qui illustrato:
y

- X

Perdeterminarloanaliticamente necessari@onoscerel suomoduloe la suadirezione.La suadireziones
concordecon quelladellarettaassegnata perci” il vettoresi potr™ scriverecomeprodottodel suomodulo

per il versoreu, della retta. Tale versore e:

- — n - ’J—_’ ]‘_'
u, =cos! u, +cos u —cos’u +sen! U, ——u 2

r

—_—

Il modulo invece » dato dalla lunghezzadi A'B', cioe dalla lunghezzadi AB per il cosenodi
%A B" = ‘NS-{ "cod

Ricordando la definizione di prodotto scalare e u_f\eha modulo unitario si pu” scrivere che:
‘Za‘ Icos” = AB¥u cior AB'=(ABeu )u,

e nel nostro caso si ha:

AT V3T, 18, /3

- — 1—
AB' =9 +4u ) ¥(—u, +—-u, )" !(—u, +—-u )=
O, + A, )HCS U U 0, 5 U,)

S E R IR Tp B MRS Ry

11.2 Determinarel vettorecomponentedel vettore vV = u, + U, secondda direzionedi unarettaformante
un angolo di 120; con IQasse x.

AN
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11.3 Determinarel vettorecomponentelel vettore v =3u_! 2u = secondda rettaaventecosenidirettori

\/E #:Q
2

cos' =Y~ ecos
2

11.4 Determinareil vettore componentedel vettore v=-u, +4uU, secondola direzione del vettore

r=4u,! 2u,

11.5 Determinareil vettore componentedel vettore v=2u, +U, —U, secondola retta aventecoseni
direttori co$ =1, cos#=1 e cosh=1 Q
2 2 2

11.6 Determinarel vettorecomponentedel vettore v ="!u_+2u +3u_ secondda direzionedel vettore

r=2u,+u,-u,

12iOBIETTIVO

Saper calcolare la derivata di un vettore dato in forma analitica, funzione di una variabile scalare, risp
tale variabile.

12.1 Dato il vettore = @tz + ZE +(2r - 3)4—y +(t+2u,
funzione della variabile scalare t, determinare la sua derivata rispetto a t.
Dato chei versori @, @, u—Z nonvarianoal variaredella variabilet, essisi possonaiteneredelle costanti.
La derivazione si esegue perci” solamente sulle componenti del vettore cioe:
dv _ d\ZJX'+dVyEy+d\ZI= a6t +2)u—x+d(2t! 3)u~y+d(! t+2)u—Z:
d dt dt dt dt dt dt
=6tu, +2u, ! U,

4

La derivata ottenuta risulta essere anch®essa un vettore.

12.2 Determinare la derivata rispetto a t del vettore

- — t—= = : -
v=3t%u, +§uy I 2u, funzione della variabile scalare t.

12.3 Determinare la derivata seconda rispetto al tempo del vettoetiOesercizio 12.1

12.4 Determinare la derivata prima e la derivata seconda rispetto a t del vettore
v= -2t + 1) + @ —t+ 1)) + (4t -2,
funzione della variabile scalare t.

12.5 Determinare la derivata prima e la derivata seconda rispetto a t delrvet(ﬁ)ﬂsenZt)/x
funzione della variabile scalare t.
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13j OBIETTIVO

Saper calcolare 1Qintegrale definito di un vettore dato in forma analitica, funzione di una variabile scalz

13.1 Dato il vettorev = (3+t)4x P 2u, ! ( t? +3E determinare I0integrale rispetto alla variabile t di ta

vettore tra i valori t=1 e t=2 (intervallo nel quale il vettore risulta definito).
Tale integrale si pu™ scrivere.
2 2
o — - — 2 o —
"vdt = "[3 +Ou, ! 2u, (Mt +3)uZ]it =

1 1

—_— — —

da cui tenendo presente che, u ,u, non variano al variare di t e perci” sono da ritenersi delle costanti,

:u—j (3+z)dt—Zj 2dt—1z.2[ Cr2+3)i =
1 1 1

f Y 9— — 3
S| = Su -2 S

:ux

2 2

t? ’ — 2
[3t+?j |- 21 +u,

1

1

13.2 Determinare IOintegraIe, rispetto alla variabile t, del vetterd&u + 2uy tra i valori t=0 e t=2
(intervallo nel quale il vettore risulta definito).

13.3 dato il vettorev = (4t +2)u, ! (t! Du, + (t*! t)u, determinare IQintegrale di tale vettore rispetto
alla variabile t tra t=-1 e t =1 (intervallo nel quale il vettore risulta definito)..

13.4 Determinare IQintegrale rispetto alla variabile t del ve!'ttc;ré’ZOSen4t)JX tra t=0 e t&/4 (intervallo
nel quale il vettore risulta definito).

Risultati di alcuni esercizi
1.2 scalari a,d

2.4 24/2; 45
2.5 4/61 140
3.2 2\/1_9; 137 ; la somma di due vettori gode della propriet” commutativa
3.3 2413, 46

3.4 4L tg'(4/5)

313 s=3u +4u; d=u,+2u; s=!10u +2u; d=2u,

42 a=5 ; b:13;c:2\/f% : d:SJE

4.3 cosoz——§ cosﬁ——ﬂ' cosoc—i cosﬁ—i' cosoc—i cosﬁ—i
. 5, 51 ,\/§1 \/g) \/E’ Jg
4.4\7:5§£E+1u_ﬁ

V2 2
45 v=8% lu_; ﬁ_y’f

A) 2 2 n
5.2 \/ﬁ; cos” :|L cos#:i; cos” :i

14 14 14
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5.6 s=bu, +2u ! u

z

74 1,0,0,0,1,0,0,0,1

76 9,9,-2 1.
8.2 ! 170G;; 60;

8.3 =53

940 wu,; -u; -u,; 0 u,; u,; -u,; O

9.6 ! 7u, ! 2u +u,; O 10u, ! 1lu; 7u, +2u,

-

b e c sono paralleli

11.3 —uy——u

2 27
6 _— —
114 !g ux'u})
1

lu,;

—

z

160, +4u ! 2u,; ! 120, +22u;
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