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Dinamica di una particella
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1¡ Obiettivo.
Saper riconoscere un sistema di riferimento inerziale.

1.1 Dire dei seguenti sistemi di riferimento se si tratta di sistemi inerziali oppure no.
  a) sistema solidale con le stelle fisse
  b) sistema solidale con la Terra
  c) sistema solidale con un meteorite che sta cadendo sulla terra.
Un sistema di riferimento si dice inerziale quando in detto sistema di riferimento il moto di una particella
libera • rettilineo uniforme.
Per il sistema a) la condizione suddetta • verificata e perci˜ si tratta di un sistema di riferimento inerziale.
Sarebbe inerziale anche  qualsiasi  sistema di riferimento in moto rettilineo uniforme rispetto a questo, dato
che la composizione dei moti darebbe per la particella ancora un moto uniforme. Non sarebbero inerziali i
sistemi di riferimento che si muovessero rispetto a questo di moto rotatorio o di moto accelerato.
Il sistema b) solidale con la Terra non • inerziale poichŽ la Terra ruota , intorno al Sole e intorno al proprio
asse, rispetto a un sistema solidale con le stelle fisse.
Il sistema c) solidale con il meteorite non • inerziale in quanto • dotato di una accelerazione rispetto alla
Terra e anche rispetto alla stelle fisse.
1.2 Dire per i seguenti sistemi di riferimento, se si tratta di sistemi rigorosamente inerziali oppure no,

specificandone il motivo:

   a) sistema solidale con il Sole
   b) sistema solidale con il pianeta  Venere.
   c) sistema solidale con una astronave che si sta muovendo negli spazi interstellari di moto rettilineo
uniforme rispetto alle stelle fisse;
   d) sistema solidale con un treno in moto rettilineo uniforme rispetto alla Terra;
   e) sistema solidale con un treno che descrive una curva circolare a velocitˆ costante
    f) sistema solidale con una giostra che gira con velocitˆ angolare variabile
    g) sistema solidale con una giostra che gira con velocitˆ angolare costante
    h) sistema solidale con un sasso in caduta libera sulla Terra;
    i) sistema solidale con un paracadute che scende in assenza di vento

1.3  Dire per ognuna delle seguenti esperienze, se il sistema di riferimento scelto per descriverle pu˜ essere
considerato inerziale anche se non lo • rigorosamente, specificando i motivi.
a) sasso che cade da un tavolo sul pavimento - sistema di riferimento solidale con il pavimento;
 b)meteorite che cade sulla Terra - sistema di riferimento solidale con la Terra.

Nel  caso  " a " il sistema di riferimento   sostanzialmente • un sistema solidale con la terra e quindi non
inerziale; si pu˜ per˜ in questo caso considerarlo inerziale perchŽ gli errori cos“ commessi nel valutare la
posizione sul pavimento sono piccoli e quindi trascurabili; infatti  il tempo nel quale avviene il fenomeno •
estremamente piccolo e quindi • estremamente piccolo lo spostamento dovuto alla rotazione terrestre .
Nel caso " b " il sistema deve essere considerato non inerziale in quanto la durata del fenomeno •
confrontabile con il periodo di rotazione della Terra e non sono trascurabili gli errori che si commetterebbero
considerando inerziale il sistema.
1.4 Dire per ognuna delle seguenti esperienze se il sistema riferimento indicato pu˜ essere considerato
inerziale, specificando  i motivi.
a) boccia lanciata su un campo da gioco-sistema di riferimento solidale con il campo
b) pallina lanciata cadere in uno scompartimento di un treno che sta muovendosi su un binario rettilineo con
velocitˆ costante-sistema di riferimento solidale con il treno;
c) come nel caso " b " con il treno che sta percorrendo a velocitˆ costante una curva circolare;
d) come nel caso " b " con il treno che sta frenando in prossimitˆ di una stazione;
 e) sasso lasciato cadere dall'altezza di 2000 metri - sistema di riferimento solidale con la Terra.
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2¡ obiettivo
Saper Applicare il principio della conservazione della quantitˆ di moto nel caso di una particella che

interagisce con unÕaltra particella

2. 1  Due particelle di massa m1 e m2 rispettivamente di 1kg e 2kg si muovono sopra una retta con velocitˆ
v1=3m/s per la prima massa e v2=-2m/s per la seconda massa.
Dopo aver interagito, la massa m1 si muove con velocitˆ v1Õ=-5m/s. Calcolare la velocitˆ v2Õ della seconda
massa dopo lÕinterazione.

Essendo il moto rettilineo si possono omettere le indicazioni vettoriali.
La massa m1 subisce una variazione di quantitˆ di moto pari a :
! p1= p1Õ-p1=m1v1Õ-m1v1=(-5-3)kg m/s=-8kg m/s
Per il principio di conservazione della quantitˆ di moto deve essere:
! p1 + ! p2 =0  cio•    ! p1 =- ! p2

da cui:
m2v2Õ-m2v2=8kg m/s      m2v2Õ=(8-4)kg m/s =4kg m/s.
Si ottiene quindi:  v2Õ=2m/s.

2.2 Due particelle di massa m1=2 e m2=3 hanno velocitˆ  rispettivamente:

zyxzyx uuuvuuuv 33  e  22 21 +!!=++=      (S.I.)

Dopo aver interagito  la massa m1 ha velocitˆ  zx uuv 3'1 != . Calcolare la velocitˆ di m2 dopo la interazione.

La massa m1 subisce, per effetto dellÕinterazione con la seconda massa, una variazione della quantitˆ di moto
pari a:

( ) ( )zyxzx
i uuuuuvmvmp ++!!=!=" 2223211111 . Cio•

zyx uuup 8421 !!!=" .

Per il principio di conservazione della quantitˆ di moto deve essere:

    cio•    0 2121 pppp !"=!=!+! .
Si ottiene pertanto:

zyx
i uuupvmvm 84212222 ++=!"="

da cui si ha:

( )
zyx

i

zyxzyx
i

uuuv

uuuuuuvm

3
17

3
1

3
7

333842

2

22

++!=

+!!+++=

2.3 Due carrelli di massa m1=100kg e m2=400kg sono su rotaie rettilinee orizzontali sulle quali possono
scorrere senza attrito. Il secondo carrello • fermo ed il primo si muove verso il secondo con una velocitˆ
di 36km/h..
Questo carrello, dopo aver interagito con quello fermo, rimbalza con una velocitˆ di 18 km/h.  Calcolare
la velocitˆ del secondo carrello dopo lÕinterazione con il primo.

2.4 Due corpi di massa m1=2 e m2=3 hanno velocitˆ rispettivamente uguali a

yxyx uuvuuv !!=+= 2  e  25 21   (S.I.).  Le due masse interagiscono fra di loro. Dopo aver interagito la

velocitˆ della massa m1 • yx uuv !!=1' . Calcolare la velocitˆ della massa m2 dopo la interazione.

2.5 Due corpi di massa m1=5 e m2=8 hanno velocitˆ rispettivamente uguale a:

zyxzyx uuuvuuuv 1064  e  42 21 ++=++=  ed interagiscono fra di loro (S.I.).
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Dopo aver interagito la velocitˆ della massa m2 • zyx
i uuuv 63 2 ++= .

Quanto vale iv1 ?

3¡ Obiettivo
Saper  calcolare la forza media agente su una particella come rapporto fra la variazione della sua quantitˆ di

moto e lÕintervallo di tempo  ! t nel quale avviene la variazione.

3.1 Supponiamo che lÕinterazione di cui al problema 2.1 avvenga in un intervallo ! t=0,1s.
Quanto vale la forza media  Fm,1 agente in questo intervallo di tempo sulla massa m1?
Come calcolato nellÕesercizio 2.1 si ha che:  ! p1=-8kg m/s
e perci˜ sarˆ:

N
s

s
m

kg
Fm 80

1,0

8

1, !=
!

= .

Si pu˜ verificare che risulta  Fm,2=-Fm,1   dove Fm,2 • la forza media agente sulla massa m2 nellÕintervallo di
tempo ! t=0,1s.

3.2 Supponiamo che lÕinterazione di cui allÕesercizio 2.2 avvenga in un tempo pari a 2 secondi.
Quanto vale la forza media  

2,mF  agente sulla massa m2 in detto intervallo di tempo?

 zyx
zyx

m uuu
uuu

t
p

F 42
2

842
2

2, ++=
++

=
!

!
=

Si pu˜ verificare anche in questo caso che risulta  2,1, mm FF !=

3.3 Calcolare la forza media Fm,1 agente sulla massa m1 del problema 2.3 supposto che lÕinterazione avvenga
in un tempo di 0,5 s.

3.4 Calcolare la forza media agente sulla massa m1 dellÕesercizio 2.4 supposto che lÕinterazione avvenga in
un intervallo di tempo di 0,01 s. Verificare che la forza media agente sulla massa m2 nello stesso
intervallo di tempo • uguale ed opposta a quella agente sulla massa m1.

3.5  Calcolare la forza media agente sulla massa m1 e sulla massa m2 dellÕesercizio 2.5, supposto che
lÕinterazione avvenga in un intervallo di tempo di 5s.

4 ¡ Obiettivo
Saper calcolare la forza agente su una particella di massa m mediante la derivata, rispetto al tempo, della

quantitˆ di moto della particella stessa.

4.1 Un corpo di massa m=2 si muove sopra una retta con velocitˆ v=3t2+2t (S.I.).
Determinare la forza agente sul corpo in funzione del tempo.
 Determinare il valore di detta forza al tempo t=3.
Determinare il valore che la forza assume quando la velocitˆ del corpo vale 16.

Supponiamo di far coincidere la retta su cui avviene il moto con lÕasse x. Sarˆ allora:

( ) xuttv 23 2 += .

Il corpo possiede una quantitˆ di moto che vale:

( ) xuttvmp 46 2 +== .

La forza applicata al corpo, in funzione del tempo, • data dalla derivata rispetto al tempo della quantitˆ di
moto. Si ha:

( ) xut
dt
pd

F 412 +==  da cui si vede che anche la forza • diretta secondo lÕasse x.

Al tempo t=3s la forza vale  xuF 40=  misurata in N.
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Bisogna ora calcolare lÕistante in cui la velocitˆ vale 16 m/s.
 Essendo  ( ) xuttv 23 2 +=  si ha

( ) 1623 2 =+ tt  da cui si ricava:

s)(in   2   ts)(in    
3
8

21 =!=t . Per tali valori del tempo abbiamo:

xx uFuF 28         N)(in    28 21 =!=   (in N)

4.2  Un corpo di massa M=10kg si muove nello spazio. Il raggio vettore che ne  individua la posizione
rispetto ad un sistema di riferimento • (S.I.):

zyx uututr 3)12(2 !!+= .

Determinare la forza applicata al corpo in funzione del tempo e per  t=1s.
Determinare le componenti della forza applicata secondo i tre assi x, y, z, in funzione del tempo.

La velocitˆ del corpo •, come • noto, 
dt
rd

v = , per cui si ha:

yx uutv 22 +=   La sua quantitˆ di moto •:

yx uutvmp 2020 +==  La forza applicata sarˆ pertanto:

xu
dt
pd

F 20==

Si tratta di una forza costante, diretta secondo lÕasse x. Il suo valore al tempo t=1s sarˆ ancora xu20 . Le

componenti della forza secondo i tre assi sono  Fx= 20   Fy=Fz=0
4.3  Un corpo di massa 3kg si muove sopra una retta. La sua posizione • data da s=t3-2t (S.I.)
Determinare la forza applicata in funzione del tempo e allÕistante t=5s.
4.4 Un corpo di massa 1kg si muove sopra un piano. La sua posizione • individuata dal vettore:

yx ututr 32 +=   (S.I.)

Determinare la forza applicata in funzione del tempo e allÕistante t=2s. determinare i valori delle componenti
della forza secondo gli assi cartesiani, in funzione del tempo.
4.5 Un corpo di massa 2kg si muove nello spazio. La sua posizione • individuata dal vettore posizione

zyx utututr 32 )15(3 ++!=   (S.I.)

Determinare la  applicata in funzione del tempo, le sue componenti secondo gli assi cartesiani, il valore della
forza per t=1s.

5¡ Obiettivo
Saper calcolare la velocitˆ di una particella nota la forza agente sulla particella stessa.

5.1Sia data una particella di massa 2kg in moto sopra una retta orientata. Si supponga che al corpo sia
applicata una forza F pari a:  F=3t2+2t+2.
Si calcoli la velocitˆ del corpo in funzione del tempo e quella posseduta al tempo t=2s, sapendo che
allÕistante t=0 la velocitˆ del corpo • v0=3  (S.I.)

Considerando che •

dt
pd

dtFpd == F quindi  e 

integrando membro a membro si ottiene: !dFpd
tt

"="
00

!dFpp
t

"=#
0

0
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!dF
m
ivv
t

"=#
0

0

Nel nostro problema assumendo la retta orientata come asse x, •:

xx uttuv )223( F       3 2
0 ++==

Dalla relazione precedente si ricava:

x

t

xx

utttv

duuv

!
"

#
$
%

& +++=

' ++=(

3
2
1

2
1

 

)223(
2
1

3 

23

0

2 )))

e per t=2s la velocitˆ del corpo vale:  xutv 11)2( ==
5.2 Sia data una particella di massa m=3kg in moto sopra un piano. Al corpo sia applicata la forza

yx uutF 3)22( !+= .

Supposto che allÕistante t=0 la velocitˆ del corpo sia yx uuv 1230 += , calcolare la velocitˆ del corpo in

funzione del tempo ed il suo valore al tempo t=1s  (S.I)
5.3 Sia dato Sia data una particella di massa m=2kg in moto sopra un piano. Al corpo sia applicata la forza

zyx utuutF )1(42 !!+= .

Supposto che allÕistante t=1s velocitˆ del  corpo sia:  yx uuv +=1 , calcolare la velocitˆ del corpo in

funzione del tempo ed il suo valore al tempo t=0  (S.I)

5.4 Sia dato una particella di massa m=1kg in moto sopra un piano. Al corpo sia applicata la forza

yutF 3!= .

Supposto che allÕistante t=0 la velocitˆ del corpo sia:  yuv 40 = , calcolare la velocitˆ del corpo in

funzione del tempo ed il suo valore al tempo t=3s  (S.I)

6¡ Obiettivo
Saper determinare la posizione nel tempo di una particella, note le forze applicate.

6.1 Un corpo di massa m=2kg  si trova fermo su una retta orientata nella posizione individuata dalla distanza
di +3m dallÕorigine degli spostamenti. A tale corpo viene applicata una forza  F=2tN diretta nel verso
positivo.
Determinare il moto del corpo.
Si faccia coincidere la retta orientata sulla quale pu˜ muoversi il corpo con lÕasse x

0 1 2 3 4 xu
Si avranno per la forza e per il vettore posizione al tempo t=0 le seguenti espressioni
vettoriali: xx utur 2F        30 ==
Considerando la relazione:

dt
pd

dtFpd == F quindi  e 

integrando membro a membro e tenendo presente che • vmp = , si pu˜ ottenere p  e quindi v . Quindi,

integrando una seconda volta, si pu˜ ottenere il vettore posizione r .

Oppure, ricordando  che la relazione  
dt
pd

=F  pu˜ essere scritta am
dt
vd

m ==F 
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Si pu˜ ricavare la accelerazione a  del corpo:

x
x ut

ut

m
F

a ===
2

2

che ci permette di ricavare la posizione del corpo mediante due successive integrazioni. Infatti considerando
che per  t=0 • 0=v e xur 3=  si ha:

xx

t

x utuduvv 22

0
0 2

1v    quindi e        
2
1

==!=" ###

e mediante una nuova integrazione si ha:

xx

t

x ututdurr )3
6
1

(r    quindi e        
6
1

2
1 33

0

2
0 +==!=" ##

6.2 Un corpo di massa m=2 si trova nello spazio. Al tempo t=1 la sua posizione • indicata, rispetto ad un

sistema di assi cartesiani ortogonali x, y, z, dal vettore posizione xur 31 =  e la sua velocitˆ • yuv 21 =  .

Supposto che al corpo siano applicate le due forze:

zyxyx uututuuF 42F     ed     26 21 +−=+= , (S.I.),

determinare il moto del corpo.

La forza risultante applicata al corpo •:

zyx

zyxyx

uututF

uututuuFFFF

4)22()(6

:ha si cui da )42()26(21

+!++=

+!++=+==

Utilizzando la relazione  am
dt
pd

==F , si pu˜ ottenere la accelerazione del corpo; si ha infatti:

zyx uutut
m
F

2)1()
2

3(a +−+−==

Da questa relazione, mediante due integrazioni, si ottiene il vettore r  che individua la posizione del corpo in
funzione del tempo e che contiene tutte le informazioni sul moto.
6.3 Un corpo di massa m=1 si trova nello spazio. Al tempo t=2 la sua posizione • individuata, rispetto ad un

sistema di assi cartesiani ortogonali x, y, z, dal vettore .4v  •  velocitˆsua la  e 2 2 yy uur == Supposto che

al corpo sia applicata la forza      101 zy uuF +!= determinare il moto del corpo (S.I.)

6.4 Un corpo di massa m=5 si trova nello spazio. Al tempo t=0 il corpo si trova nellÕorigine di un sistema di
riferimento di assi cartesiani ortogonali, con velocitˆ nulla. Ad esso sono applicate le forze:

yxy utututF )1(F     ed     2 21 !!== . Determinare il moto del corpo. (S.I.)

6.5 Un corpo di massa m=10 kg si trova, rispetto ad un sistema di riferimento di assi cartesiani ortogonali x,
y, z al tempo t=5s nel punto A(2,2,0) con velocitˆ di 10 m/s orientata come lÕasse z. Sapendo che al corpo
sono applicate due forze di modulo 50N orientate rispettivamente come lÕasse z e lÕasse y, determinare il
moto del corpo.

7¡ Obiettivo
Saper individuare le forze reali applicate ad una particella.

7.1 Determinare le forze applicate ad un corpo nei seguenti casi:
a) Corpo che cade nel vuoto in prossimitˆ della Terra.
b) Corpo appoggiato sul piano di un tavolo;
c) Corpo che scende a velocitˆ costante in un mezzo viscoso (aria, acqua, olio, eccÉ)
Nel caso a) lÕunica forza applicata al corpo • la forza di attrazione gravitazionale esercitata dalla Terra.
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        gmFg =

Nel caso b) dato che il corpo • fermo sul tavolo ed ha accelerazione nulla, per la relazione amF = , la

risultante F  delle forze applicate • anchÕessa nulla e perci˜, dato che esiste la forza gF  di attrazione

gravitazionale da parte della Terra, deve esistere anche una forza R  esercitata dal tavolo uguale e contraria a

gF

      R

       gF

Nel caso c) possiamo fare delle considerazioni analoghe a quelle del caso b).

Dato che  il corpo scende con velocitˆ costante • a=0 e 0== amF . Ma F  • la risultante delle forze

applicate e, dato che esiste la forza gF  di attrazione gravitazionale da parte della Terra ed esiste la spinta

idrostatica S, deve esistere una forza R , applicata al corpo dal fluido viscoso, tale che RS+ sia uguale e

contraria a gF

   S     R

                gF

7.2 Determinare nei casi sotto indicati, le forze applicate ad un corpo:
a) corpo che si muove con velocitˆ costante su un piano orizzontale senza attrito
b)corpo che scivola su un piano inclinato senza attrito;
c)corpo appeso al soffitto di una stanza mediante un filo;
d)corpo appeso al soffitto di una stanza mediante una molla, oscillante lungo la verticale;
e)corpo che si muove con velocitˆ costante su un piano orizzontale con attrito;
f) corpo che scivola lungo un piano inclinato con attrito

7.3 Determinare nel caso indicato in figura, le forze applicate ai due corpi indicati (piani senza attrito, fune
inestensibile e di massa trascurabile , carrucola di massa trascurabile)

G
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     1F

Al corpo di massa m1 sono applicate
1) la forza 1F disegnata in figura;

2) la forza di attrazione gravitazionale 
gF1
diretta verso il basso;

3) la forza 
1R , esercitata dal piano dÕappoggio, e uguale e contraria a 

gF1
;

4) la forza 
1T  esercitata dalla fune

                                                                                    
1R

                                                      
1F                             

1T

                                                                                     
gF1

Al corpo di massa m2 sono applicate:
1) la forza di attrazione gravitazionale 

gF2
;

2) la forza 
1T  esercitata dalla fune.

                                                                                                          
1T

                                                                                                    
gF2

7.4 Determinare nei casi indicati nelle figure le forze applicate a ciascun corpo, considerando nulli gli attriti,
le funi inestensibili e di massa trascurabile, le carrucole di massa trascurabile. (Le frecce indicano alcune di
queste forze:
a)
                                                                        

1F

b)

                                                                                                                
1F

c)

d)

M1

M2

M1

M2

M1

M3M2M1

M1

M2

M1

M2

M3
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e)                                                                             f)

7..5 Determinare le forze applicate a ciascun corpo nei seguenti casi, supponendo che i piani presentino una
certa resistenza di attrito al moto dei corpi e che la velocitˆ iniziale sia diretta verso sinistra nel disegno (Funi
inestensibili e di massa trascurabile, carrucola di massa trascurabile.)

a)                                                                                                              
1F

b)

8¡ Obiettivo
Saper calcolare il moto di corpi o semplici sistemi di corpi collegati fra loro, note le forze applicate e

utilizzando la relazione amF =

8.1 Determinare il moto del sistema illustrato in figura e il valore della tensione della fune, supponendo nulli
gli attriti ( le masse valgono rispettivamente m1=10kg ed m2=5kg.). Si suppongano trascurabili le masse della
fune e della carrucola.
Calcolare poi il moto del sistema e la tensione della fune nel caso in cui vi sia attrito con coefficiente di
attrito µ=0,1.
Disegniamo un grafico che rappresenti il caso e determiniamo le forze che agiscono sulle masse M1 e M2

                                          1R

                                                       
1T

                                                                                               2T

                                        gMP 11 =

                                                                                                      gMP 22 =

M1

M2
M1 M2

M3M2M1

M1

M2

M3

M1

M2
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           M1

Sulla massa m1 agiscono:
1) la forza peso gMP 11 =  che • diretta verso il basso;

2) la forza 
1R , reazione del piano, opposta alla forza peso e di uguale intensitˆ;

3) la forza 
1T  trasmessa dalla fune e che esprime lÕazione del corpo di massa m2 sul corpo di  massa m1. La

risultante 
1F  di queste forze sarˆ pertanto:

1111 TPRF ++=

Sulla massa m2 agiscono:
1) la forza peso gMP 22 =  che agisce anchÕessa verticalmente verso il basso;

2) La forza 
2T  trasmessa dalla fune e che esprime la azione del corpo di massa m1.

La risultante di queste forze sarˆ pertanto:

222 TPF +=

Assumiamo quale riferimento due rette orientate rispettivamente, per i corpi di massa m1 e m2, secondo 
1T  e

2P .

Le relazioni amF = , scritte per ciascuna massa, sono:

111 aMT =   e   2222 aMTP =+
e, secondo le rette orientate scelte prima, risultano essere:
T1=M1a      P2-T2= M2a2.
Si tratta di due relazioni in quattro incognite. Per poter determinare le incognite, occorrono altre due
relazioni ricavabili dal problema. Esse sono:
  a1=a2=a      e      T1=T2=T.
La prima relazione si deduce dal fatto che i due corpi sono collegati da una fune inestensibile che rende
uguali i due moti.
La seconda relazione proviene dal fatto che le forze trasmesse da una fune di massa trascurabile sono di
uguale intensitˆ e che la carrucola fissa, di massa trascurabile e senza attriti, provoca soltanto un
cambiamento di direzione della forza. Possiamo pertanto scrivere:

!
"
#

=$

=

aMTP

aMT

22

1

da cui, sommando membro a membro, risulta:

2
21

2

21

2 27,3
s

mg
MM

M
MM

P
a =

+
=

+
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Ng
MM
MM

T 7,32
21

21 =
+

=

Nel caso con attrito, alla massa M1 viene applicata, dal piano sul quale appoggia, una forza parallela al piano
stesso, diretta in verso contrario alla velocitˆ, il cui valore • 0,1 volte la forza normale con la quale la massa
M1 interagisce con il piano.

                            
1R

                       Fatt                             1T

                                                                                               
2T

                                        gMP 11 =

                                                                                                      gMP 22 =

M2
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Per la massa M1 si dovrˆ scrivere:
aMgMT 111 =− µ  se la massa M1 si sta muovendo verso destra nella figura e aMgMT 111 =+ µ  se la massa

M1 si sta muovendo verso sinistra nella figura.
Utilizzando queste invece della T1=M1a si ottengono i nuovi valori di T ed a.
Se la velocitˆ iniziale • diretta verso destra, si ottiene:

2
21

12 7,2
s

mg
MM

MM
a =

+

!
==

µ      Ng
MM

MM
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21
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+
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Se la velocitˆ iniziale • diretta verso sinistra, si ottiene:

2
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mg
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+
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µ      Ng
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21
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8.2 Determinare il moto del sistema illustrato in figura e la tensione delle funi supponendo le carrucole
ideali, di massa trascurabile e senza attrito e le funi inestensibili e di massa trascurabile.

Le forze applicate alla massa M1 sono:
1) la forza peso gMp 11 =

2) la tensione della prima fune
1T

Le forze applicate alla massa M2 sono:
1) la forza peso gMp 22 =

2) la tensione della seconda fune
2T

                                          
1T

                                                                   
2T

                                            
1P

2P

Fissato un sistema di riferimento rivolto verso lÕalto, scriveremo per ognuna delle due masse la relazione

amF = :

!"

!
#
$

=%

=%

yyy

yyy

uaMugMuT

uaMugMuT

2222

1111

Abbiamo due relazioni nelle quattro incognite a1, a2, T1, T2. Per determinare le incognite dobbiamo cercare
altre due relazioni. Una relazione pu˜ essere ottenuta considerando che, se la massa M1 scende di un metro,
la massa M2 sale di mezzo metro, e cos“ per ogni spostamento. Perci˜, considerando che la velocitˆ • data dal
rapporto tra lo spostamento e il tempo impiegato, si ha: 21 2vv !=  e analogamente per le accelerazioni

21 2aa != .

M1

M1

M2

M2
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LÕaltra relazione pu˜ essere ottenuta considerando la carrucola mobile e le forze ad essa applicate dalle due
funi.

1T 1T

    
2T

Dato che la carrucola • priva di massa (m=0) si ha:
0211 ==++ amTTT  da cui risulta 

212 TT = . Abbiamo cos“ le quattro relazioni:
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!
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=%

=%

=

%=

2222

1111

12

21

2
2

aMgMT

aMgMT

TT

aa

da cui possiamo ottenere i valori delle quattro incognite. Moltiplicando la terza per due e sostituendo nella
quarta si ha:

1111 222 aMgMT =−

2
12

22

aM
gMT !=!

Sottraendo membro a membro si ha:
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8.3 Determinare il moto e le tensioni delle funi nel caso illustrato in figura, senza attrito e con partenza da
fermo.

F

 M1=30kg    M2=20kg   M3=10kg e la forza F=3t N.
Dire, nel caso in cui la fune possa sopportare una trazione di 120kg, in quale dei tre tratti si rompe prima e a
quale valore del tempo t.
8.4 Considerare il caso dellÕesercizio 8.3 nel quale per˜ tra i tre corpi e il piano cÕ• attrito con coefficiente
µ=0,20. Determinare in quale istante avviene la partenza e determinare il moto successivo (si consideri un
coefficiente di attrito statico al distacco µs =0,30, superiore a µ).

8.5 Determinare il moto e la tensione della fune nel caso indicato in figura, con M1=10kg e M2=20kg.
Considerare il caso senza attrito e il caso con attrito di coefficiente µ=0,1 e con velocitˆ iniziale diretta verso
destra.

             30¡

8.6 Determinare il moto e la tensione delle funi nel caso indicato in figura con M1=1,00kg, M2=2,00kg,,
M3=3,00kg. Considerare il caso senza attrito e il caso con attrito di coefficiente µ=0,201 e con velocitˆ
iniziale diretta verso destra.

M1 M2 M3

M1
M2
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8.7 Determinare il moto e le tensioni nella fune nel caso indicato in figura con M1=10kg e M2=20kg.

8.8 determinare il moto e le tensioni nelle funi nel caso indicato in figura con M1=5,00kg, M2=10,00kg,,
M3=5,00kg e assenza di attrito:

8.9 In riferimento al caso enunciato nellÕesercizio 7.1 c, risolvere il seguente problema..
Una sfera di densitˆ " s= 8g/cm3 e di raggio r=2mm, inizialmente ferma, viene lasciata cadere in un liquido di
densitˆ " l=0,9g/cm3. Sapendo che la resistenza del liquido al moto della sfera • proporzionale alla velocitˆ
secondo un coefficiente k=0,01kg/s, si determini la velocitˆ della sfera in funzione del tempo e la velocitˆ
limite.
Disegniamo

                                                        
IF      R

                                                            P

alla  sfera sono applicate le seguenti forze:
- la forza gmP s=  di attrazione gravitazionale.

- La spinta idrostatica gmF lI =  pari al peso di un volume di liquido pari a quello della sfera;

- La resistenza vkR =  del liquido al moto della sfera.

M3
M1

M2

M2

M2

M2

M2

M3
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Fissato come verso positivo quello della verticale diretta verso il basso, lÕapplicazione della legge amF =
alla sfera conduce a:

dt
dv

mkvgmamRFP slsI =−−=−− )(m        e               s

  
)(

         
)(

dt
m
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slsls
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!
=

!!

integrando membro a membro dallÕistante t0=0, cui corrisponde la velocitˆ iniziale v0=0 allÕistante t si ha:
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A questo stesso risultato si pu˜ arrivare direttamente ponendo =0 la accelerazione della sfera nel liquido e
scrivendo:

g
k

mm
0kvgmm

0RFP

ls
ls

I

!
==!!

=!!

limlim    vcui da   )(

Sostituendo i valori numerici si ha:

( ) smvsmev

kgrkgrm

t

lss

/23,0    e      /123,0

1002,3
3
4

m         1068,2
3
4

lim
31,37
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=!=

"=="==
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!! #$#$

Rappresentiamo ora il fenomeno sul piano t,v:

        V(m/s)
           0,23

          0,01           0,03           0,05   0,1      t(s)

Come si vede dal grafico, dopo 0,1 s la velocitˆ si discosta dalla velocitˆ limite per meno del 5%.
.
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8.10  Si risolva il problema precedente nel caso in cui la sfera abbia raggio doppio (R=4mm) e il coefficiente
k sia proporzionale alla sezione della sfera. In quale rapporto stanno le due velocitˆ limite di questo caso e
del caso del problema precedente?
8.11 Si risolva lÕesercizio 8.9 supponendo che la sfera entri nel fluido con velocitˆ perpendicolare alla

superficie del fluido stesso pari a 10m/s. Si rappresenti sul piano riferito agli assi t,v la velocitˆ in
funzione del tempo.
Quanto varia la velocitˆ limite rispetto a quella dellÕesercizio 8.9?

9¡ Obiettivo
Saper calcolare i momenti, rispetto ad un punto O, di una forza applicata ad una particella e della sua quantitˆ

di moto

9.1 Si calcoli il momento rispetto al punto A=(3,2) della forza )53( yx uuF −=  applicata ad una particella

che si trova nel punto B di coordinate (-1,-2).  (Sistema S.I.)
Il momento della forza • dato dal prodotto vettoriale )53()44( yxyx uuuuFAB !"!!="=# =

zzz

zyx

uuu

uuu

321220

053

044 =+=

!

!!=

Se le unitˆ di misura sono quelle del S.I., la forza • espressa in N, le coordinate sono espresse in m, il
momento • espresso in N.m.

9.2 Calcolare il momento rispetto ad un punto A di una forza di 2N applicata in un punto distante 0,5m da A
e formante un angolo di +60¡ con AB.

9.3 Data la forza yx uuF 2+!=  applicata nel punto A(3,1) determinare il momento ! rispetto:

a) allÕorigine
b) al punto P(3.0)
c) al punto Q (1,1)

9.4 Data la forza xutF )12( −=  applicata nel punto di ascissa x=t-1 e ordinatay=0, calcolare il momento τ
delle forze rispetto al punto A(1,1) negli istanti t=0, t=1s, t=5s.  (S.I.)

9.5 Data la forza yx uuF 23 +=  (S.I) il cui punto di applicazione si trova sulla retta 1
2
3

+= xy  calcolare il

momento della forza rispetto:
a) allÕorigine
b) al punto A(-2,4)

Dimostrare inoltre che !  • costante e il suo modulo pu˜ essere ottenuto moltiplicando il modulo della forza
per la distanza dal punto alla retta di applicazione della forza.

9.6 Una particella di massa m=2kg si muove con la velocitˆ yx uutv 32 +=  e nellÕistante t=0 si trova nel

punto A(0,1).   (S.I.)
Determinare il vettore momento della quantitˆ di moto rispetto allÕorigine in funzione del tempo e

riconoscere la validitˆ della relazione: 
dt
Ld=τ .
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PoichŽ risulta vrmmvrL !=!=  si deve calcolare il vettore posizione r! note la velocitˆ e la posizione
allÕistante t=0. Si ha:

( )tyxyx uuuut
dt
rd

0

2
0 3r-r   integrando cui da   32 !! +=+=

!!
!

essendo: yur =0

!
 si ha: yx ututr )13(2 ++=


.

( ) ( ) zz

zyx

uttuttt
t

tt
uuu

L 2322632
032
0132 2222 +!=!!=+=

Se le unitˆ di misura sono date nel sistema S.I. il momento della quantitˆ di moto risulta espresso in m2kg s-1.

Per calcolare !  si deve calcolare la forza mediante la relazione amF =  essendo noto il vettore velocitˆ.

 xx uu
dt
vd

a 4F      2 ===

Conoscendo il vettore posizione (prima calcolato) yx ututr )13(2 ++=
!

• possibile calcolare τ :

( ) z

zyx

uttt
uuu

134
004
0132 +!=+="

Per verificare la relazione 
dt
Ld=τ  basta derivare il vettore ( ) zuttL 232 2 +!=

( ) zz utut
dt
Ld )13(4262 +!=+!=="  che • il valore prima ottenuto.

9.7 Una particella di massa m = 10-6kg si trova nel punto P(1,3) con velocitˆ  yx uuv 23 += . Calcolare il

momento della quantitˆ di moto della particella rispetto al punto Q(-1,-1) (S.I.)

9.8 Un corpo di massa 4kg si trova nella posizione definita dal vettore ( ) yx ututtr 22 ++=!
 . Determinare i

vettori L , momento della quantitˆ di moto, τ  momento della forza applicata, rispetto allÕorigine degli assi e

verificare la relazione 
dt
Ld

=!  (S.I.)

9.9 Un corpo di massa 2kg si muove con accelerazione costante xu3 . Sapendo che per t=0 • yuv 2=  e

yx uur +=
!

 calcolare il momento delle quantitˆ di moto del corpo in funzione del tempo e allÕistante

t=2s.  (S.I.)
9.10 Un corpo di massa 200g ruota con moto circolare uniforme su una circonferenza di raggio 15cm
compiendo 5 giri al secondo. Si determini il momento della quantitˆ di moto  esprimendolo in unitˆ di misura
del sistema S.I.

9.11 UnÕautomobile percorre un rettilineo alla velocitˆ di 144km/h. calcolare il momento della quantitˆ di
moto dellÕautomobile di massa 800kg rispetto ad un punto che si trova a destra del pilota distante 10 m dal
rettilineo.
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10¡ Obiettivo
Saper risolvere problemi di dinamica relativi al moto circolare.

10.1 Su un tavolo orizzontale senza attrito viene fatto ruotare un corpo di dimensioni trascurabili e di massa
100g, secondo una circonferenza di raggio 50cm. Il corpo • tenuto sulla traiettoria circolare mediante un filo
fissato per un estremo al corpo e per lÕaltro al tavolo.
Determinare la tensione del filo quando il corpo compie due giri al secondo. Sapendo che il carico di rottura
del filo • di 10kgf, determinare per quale valore minimo della velocitˆ angolare #  il filo si rompe.
Tracciamo il disegno che schematizza il fenomeno.

                                                                                                   m

Le forze applicate al corpo sono: il peso, la reazione del piano uguale e contraria al peso, la tensione T  del

filo diretta verso O.        R

   T

         gm

La tensione T  fa compiere al corpo un moto circolare uniforme la cui accelerazione • perci˜ solo centripeta
e vale  ac=# 2r essendo dati #  in giri al minuto e r in cm.
Trasformando nel S.I. si ha:
#=2giri/s =2 . 2$/s=4$s-1                  aC=(4$s-1)2.0,5m=8$2ms-2.
La tensione del filo si ottiene da T=maC:
T=0,1kg. 8$2ms-2=0,8$2m kg s-2=7,90N
Aumentando la velocitˆ angolare aumenta la tensione del filo fino al carico di rottura per il quale la fune si
strappa.
10kgf=98N       98N=m# 2r     98N=0,1kg # 2 0,5m   # 2=98/0,05 s-1 =1960 s-1

#= 44,27 rad/s =7,05 giri /s

10.2 Un ragazzo appassionato di aeromodelli fa volare il suo in una orbita circolare orizzontale tenendolo
mediante le solite due funi collegate da un capo allÕaereo e dallÕaltro alla maniglia. La massa dellÕaereo •
500g, la lunghezza di ognuna delle funi • di 10m. Dire quale forza deve esercitare il ragazzo sulla
maniglia supponendo che il centro della traiettoria sia la maniglia stessa e che lÕaereo compia un giro
ogni 4s.
Considerare due casi:
a) lÕaereo e la maniglia sono alla stessa altezza dal suolo;
b) la fune forma un angolo di 60¡ con la verticale passante per la maniglia.

10.3  Un satellite  artificiale di massa 800kg ruota attorno alla Terra alla distanza di 2000km dalla
superficie terrestre compiendo un giro ogni due ore.
Calcolare la forza con la quale il satellite viene attratto dalla Terra.
Si supponga il raggio terrestre pari a circa 6300km.

10.4 Una barra rigida di lunghezza 1m viene fatta  ruotare su un piano intorno ad un suo estremo mentre
nellÕaltro • attaccata una molla di massa trascurabile la cui lunghezza a riposo • 10cm e la cui costante
elastica • k=103N/m.
PoichŽ allÕestremitˆ esterna della molla • attaccata una massa di 2kg si domanda par quale valore della
velocitˆ angolare la molla ha lunghezza 20cm.

         O          r
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10.5  Sopra un disco orizzontale che ruota attorno al proprio centro • appoggiato alla distanza di 15 cm
dal centro un corpo di massa 2kg. Supposto che il coefficiente di attrito sia 0,30, che il disco sia dotato di
accelerazione angolare di 0,01rad/s2 e che parta da fermo, si determini per quale velocitˆ angolare del
disco e in quale istante il corpo comincia a scivolare

10.6 Un corpo m=4kg • appeso ad un filo di lunghezza l=2m, il quale • fissato per lÕaltro capo ad unÕasta
verticale. Si supponga che tale corpo sia posto in rotazione  intorno allÕasta  con velocitˆ angolare #
costante, pari a un giro al secondo. Si determini lÕangolo % formato dal filo con lÕasta verticale e la
tensione del filo T.
Tracciamo il disegno che rappresenta il fenomeno

  %

T

            cF

gm

Osserviamo che il corpo si muove attorno allÕasta verticale descrivendo una traiettoria circolare di raggio
r= l sen% con una accelerazione centripeta di modulo a =m# 2 r.
Osserviamo poi che le forze applicate alla massa m sono:

a) la forza di attrazione gravitazionale gm  esercitata dalla Terra;

b) la tensione T  del filo.

La somma vettoriale di queste due forze deve dare la forza centripeta  cF .

Possiamo scrivere:  FC=m# 2r                    m g tg%=m # 2 sen%     

l
g

l
g

l
•

g
2

1
2

2 cos    cos   cui da       sen
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sen

ω
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ω
θθω

θ
−===    

Da quest'ultima relazione si pu˜ osservare che, dovendo essere uno il valore massimo del coseno se •

gl !2"  allora % • sempre nullo.
Sostituendo i valori di g ed l, abbiamo

( )
rad

l

g
45,112,0cos
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2
1

2
1 !=== """
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Per T si ha:

( ) Nlm
mgmgtgF

T c 5,31224
cossensen

22 ====== !"
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10.7  Un filo lungo 1m • fissato per un estremo ad un punto P del soffitto di una stanza e allÕaltro estremo
sorregge un corpo di massa m=2kg. Si determini la velocitˆ angolare #  alla quale bisogna far ruotare la
massa m attorno alla verticale passante per P, affinchŽ il filo faccia un angolo di 30¡ con la verticale.

10.8 In un tratto del percorso di una pista per bob si trova una curva orizzontale di raggio 20 m. Supposto
che il bob affronti la curva con una velocitˆ di 72 km/h, si dica quale deve essere lÕangolo di inclinazione
trasversale della pista rispetto al piano orizzontale affinchŽ il bob non esca di pista in assenza di attrito.
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10.9 Supponiamo di avere un grosso imbuto a forma di cono, posto con asse verticale e con il vertice in
basso, con una apertura di 120¡ e con diametro massimo di 1m. Si supponga di lanciare nellÕimbuto una
pallina con velocitˆ v0 in modo da farla girare su una traiettoria circolare di diametro d. Si determini la
relazione esistente tra v0 e d, e il massimo valore di v0 perchŽ la pallina resti nellÕimbuto.

10.10  UnÕautomobile di massa 1000kg percorre una curva di raggio 100m alla velocitˆ di 108km/h.
supposto che la curva sia sopraelevata e che lÕasfalto sia inclinato di 10¡ rispetto al piano orizzontale, si
determini la forza normale con la quale interagiscono lÕautomobile e il piano.

10.11 Una giostra • costituita da un disco ruotante, alla sommitˆ del quale sono attaccate delle funi con dei
seggiolini. Se il raggio del disco • 4m, la lunghezza delle funi 3m e la velocitˆ angolare di 10 giri al
minuto, si determini:
a) lÕinclinazione delle funi rispetto alla verticale;
b) la forza con la quale un ragazzo del peso da fermo di 50kgf, preme sul seggiolino sul quale si trova
seduto.

10.12  Un carrellino di massa 200kg si trova a percorrere la pista di un ottovolante, percorrendo due
successive curve poste in un piano verticale, di raggio 10m. La prima con concavitˆ  rivolta verso il
basso e la seconda con concavitˆ  rivolta verso lÕalto. Supposto che sulla parte pi• alta della prima curva
la velocitˆ del carrellino sia 6m/s e che nella parte pi• bassa della seconda sia 10m/s, si determini nei due
casi la forza normale tra il carrello e la pista.

Risultati di alcuni esercizi.
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8.4 t=58,8s  7,029
120
118

120
1 23 !+!= tttr

8.5 senza attrito a=3,27m s-2  T=32,7N;   con attrito  a= 2,37m s-2 T=23,7N
8.6 senza attrito a=3,48m s-2  T1=3,5N T2=10,4N    ;   con attrito  a= 2,67m s-2 T1=8N T2=2,7N
8.7 a=3,3 m s-2 T=131N
8.8 a=0
8.10   R=8  vlim=1,87 m/s
9.2 Nm73,1=!

9.3 zu7 ;  zu ;  zu2

9.4 zu! ; zu ; zu9

9.5 zu3 ;  zu15

9.7 zu6108 !"!

9.8 zut8=!  ; zutL 24=
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